TMV035 Analysis and Linear Algebra B!

Ordinara differentialekvationer 4

1.1 Framlanges Euler

Vi har 16st det allménna begynnelsevéirdesproblemet

u'(t) = f(t,u(t), tE€a,bl,
u(a) = uq,

med Eulers metod (framlénges Euler)

U(to) = Ugq
U(ti) =U(tic1) + hf(ti—1, U(ti—1)).

Algoritmen kallas ezplicit darfor att i varje steg berdknar vi den nya kolonnvektorn U(¢;) som en
explicit funktion av t;_; och den forra kolonnvektorn U (;—1).

1.2 Baklanges Euler
Om vi istéllet utgar fran

u(ti) —ultio1) 1oy gy
T ~ U (tl) — f(twu(tl))

sa far vi baklanges Fulers metod:

U(to) = Ugq
U(t;) = U(ti—1) + hf(t:;, U(t:))-

Denna metod &r implicit darfér att vi maste 16sa ut den nya vektorn U (t;) ur ett ekvationssystem.
Nérmare bestdmt dr V = U(t;) 16sning till fixpunktsekvationen

V=U(ti—1) +hf(t;, V),
dvs
V=g(V), medg(V)=U(ti—1)+ hf(t;, V).
Vi kan 16sa denna med fixpunktsiterationen

Vo =U(ti-1),
Vi =9(Vi-1)-

Detta fungerar om g ar en kontraktion, dvs Ly < 1. Vi kollar detta:

lg(V) —gW)| = lU(ti—1) + hf(t:, V) = U(ti—1) — hf(ti, W)
= |hf(t:, V) = hf(ts, W)|| = bl f(t:, V) = f(ts, W)|| < hLg ||V — W]

Detta betyder att
Ly <hLy <1,
dvs vi har en kontraktion, om steget valjs tillrackligt litet:

h < 1/Lf
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1.3 Mittpunktsmetoden

Om vi istéllet utgar fran

u(t,) — u(tj,_l)
h
sa far vi mittpunktsmetoden

U(to) = Ugq

~ul () = ftouts), f= (tio +)/2,

ti—l +t1 U(t1_1)+U(tZ)>
2 ’ 2 '
Denna metod &r ocksa implicit: den nya vektorn U (t;) fas genom att 16sa fixpunktsekvationen
tici+t; U(ti—1)+V)
2 7 2 ’

Um):U@HQ+hd

V=Ulti1)+hf( (2)

Detta fungerar om %th <1

Implementering i MATLAB

Algoritmen &r

L to=a
initiera:

Ulto) = ua
while ¢; < b
ti=ti1+h
uppdatera: 16s ekvaltion (2)
Ult,)) =V
Ekvation (2) 16ses hir med algoritmen

V =U(ti-1)

while e > tol

W=V

tic1+t; Ulti—1)+V
V:UmA%Hﬁ( 5 U y )
e= [V -W|

Lagom viirde pa toleransen dr h® eftersom felet i U(t;) ar ungefir h® for mittpunktsmetoden.
P& liknande sitt kan man implementera baklinges Euler. Lagom virde pé toleransen #r h?
eftersom felet i U(t;) dr ungefir h? for Eulers metod.

6vning 1. Skriv programmen myodel.m och myode2.m med baklianges Euler respektive mittpunkts-
metoden. Se matlab/facit pa studio-sidan.

Prova programmen pa samma begynnelseviardesproblem som i férra 6évningen, inkl Volterra-
Lotka. Notera speciellt skillnaden i beteende mellan programmen pa exempel (c). O

MATLABs egna ODE-losare

MATLAB har flera program som 6ser ODE med samma anrop som myode.m utom att man inte
behover ange steget; det viljs adaptivt av programmet. Till exempel,

>> [t,U]=0de23(f,I,ua)

>> [t,U]l=o0de45(f,I,ua)

>> [t,U]l=odelbs(f,I,ua)

Prova dessa program pa samma exempel som ovan. Notera hur steget viljs genom att bilda
h=diff (t).



