TMVO035 Analysis and Linear Algebra A, 2006
NUMERISK BERAKNING AV DERIVATA

Vi skriver en funktionsfil derivative.m med anropet y=derivative(f,x) som berdknar en
approximation av derivatan av f i punkten x. Funktionen ska anvéndas i nésta studio6vning som
handlar om Newtons metod for 16sning av f(x) = 0. Lararen gar forst igenom inledningen.

1. INLEDNING

Lat f : I — R vara en deriverbar funktion (I &r ett intervall). Derivatans definition &r

iy o Jl@+h) = f(z)
(1) f(x)fhmf,

h—0

Det betyder att vi kan approximera derivatan med en differenskvot:
flx+h)— f(z

@ )~ TEEN T

Vi ska nu diskutera felet i denna approximation. Vi maste da ta hénsyn till att datorn berédknar
med &ndlig precision, dvs riknar med &ndligt manga decimaler och att detta leder till avrund-
ningsfel. Datorn berdknar alltsa en approximation

med h = 0.

(3) f(@) ~ f(a)

déar avrundningsfelet ar

(4) ef(x) = f(z) - f(x)

med begransningen

() leg(@)| = |f(2) = f2)| <65, wel

I MATLAB, som réknar med cirka 16 decimaler, kan vi antaga att d5 ~ 10715, Det vi berdknar ar
alltsa

(6) f/(x) ~ w med h ~ 0.

Felet ar

fath) = F@) o D) ey f@EW @) feh) - @)
pet I play = D gy L2 S TR

es(o+h) — esx)

Triangelolikheten ger

o NI ) I ) ete s D) et

Den forsta termen &ar diskretiseringsfelet och den andra &r avrundningsfelet. For avrundningsfelet
anvénder vi (5)
<
3 <

(8) = h o

For diskretiseringsfelet anvénder vi en formel for linjariseringsfelet (se Definition 8 och Theorem
9 i Adams 4.7 och Féreldsning 6.1)

‘ef(varh)—ef(x)’ < les@+ M)+ les(z)] _ 26

(9) fx) = fla)+ f'(a)(x —a) + E(z) med felet E(x) = %f”(s)(m —a)?,
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dér s dr en (obekant) punkt mellan  och a. Vi anvander denna genom att byta ut  mot z + h
och a mot z:

(10) flx+h)=f(x)+ f(x)h+ %f”(s)h2 med s mellan z och = + h.
Genom att dividera med h far vi

(1) Tat M=) gy = Ly in.

Eftersom s dr okdnd maste vi antaga att vi har en begransning for f”,

(12) @) <Kp wel

Vi far da:

(13) ‘f(fc+h) — f(x)

h
For totala felet i (7) far vi med (13) och (8):
flx+h)— f 26
(14) ‘M_f( )‘< SKph+ hf
Detta géller for alla z € I och x + h € I. Vi vill véilja h sa att felet blir minimalt. Vi ser att den

forsta termen i %K th+ % minskar da h minskar medan den andra dkar. Vi far minimum da
bada ar lika:

— F@)| = Gl < 5K

1 2(5f
(15) §th -
dvs
44 )
1 2t =92./-L.
(16) h K h K,

(Man kan ocksa visa detta genom att derivera %K th+ %Tf med avseende pa h och sétta derivatan
= 0.) Minimala felet blir da

flx+h)— f 2
(17) Jlath) - J@) })L /(@) — (= )‘ inh+ s = Ksh=2/K;\/3;
I MATLAB med & ~ 107° och med Ky ~ 1 (till exempel) far vi ungefir
(18) ~24/0p 210775~ 1077,
h
(19) % ’~2\/f~10 .

Dvs vi far ungefar 7 korrekta decimaler.

En bittre approximation. Vi far en bittre approximation om vi ersétter den ensidiga differens-
kvoten i (2) med den symmetriska differenskvoten

2h
Det totala felet blir nu istéllet for (7)
fla+h) — flz—h)

med h = 0.

(21) o 7f/(x)’§’f(x+h)2—hf(m—h) 7f,(x)’+‘6f($+h)2—h€f(x—h) '
Man kan visa att detta begransas av
22 O TEZD) i) < Snapnz 4%,

dér ¢y &r som forut och My &r en begrdnsning av f:
(23) |f" (@)l < My, wel
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Vi gor en overslagsberékning baserad pa antagandena ¢y ~ 10715, M ¢ =~ 1. Feluppskattningen i
(22) blir approximativt minimum da bada termerna &r approximativt lika:
0
(24) h2 ~ ﬁf W oy, haoy®~1070,
och da blir minimala felet ungefar

flx+h) = flz—h)
2h

Jamfort med (19) har vi cirka 3 decimaler noggrannare approximation av derivatan. Men man
ska komma ihag att (19) och (25) beror ocksa pa Ky och My, vilket kan paverka jamférelsen om

nagon av dessa ér stor. (Exakt viirde i (24) &r h = (36;/M;)'/3 och i (25) cM}/B(SJ%/S med ¢ = 1.)

(25) — fl(z)| =~ h? = (5}2/3 ~ 10710,

Bevis av (22). (Overkurs, kan skippas.) Avrundningsfelet uppskattas som forut i (8). For
diskretiseringsfelet anvéinder vi Taylors formel (se Theorem 10 i Adams 4.8 och Foreldsning 6.2—
6.3)

(26) () = f(a) + (@)~ a) + (@)~ a)* + B(r) med felet B(z) = " (s)(x — a)°,

dér s dr en (obekant) punkt mellan  och a. Vi anvénder denna genom att byta ut £ mot = + h
och a mot x:

(21) Fla+h) = f@) + f @)+ 3 f @R + o f ()b,
(25) Flo =) = f@) + J@) ) + 5 £ @) R + 5 " (s2) (R,
med s1, So mellan & och x + h. Detta ger

h) — —h
f(x+ )2hf('r ):f,(l')+%f’”(81)h2+1712f///(32)h2

(29)

Diskretiseringsfelet blir
flx+h)— flz—h)

1 1
_ < | g h2 £ h2.
(30) o F@)| < 517" (s0In? + 1 (s2)
Eftersom sq, so dr okanda maste vi antaga att vi har en begransning for f”,
(31) lf"(x)] < My, xz€el.
Vi far da:
fla+h)—flz—h) ’ Loroo
2 - < -Mh
(32) - 1@ < 5M;
Detta visar (22).
2. OvNING 1

Skriv nu en funktionsfil derivativel.m som implementerar den ensidiga differenskvoten i (2).
Funktionen ska ha anropet y=derivativel (f,x,h), dar £ ar ett funktionshandtag.

Prova programmet med £=@sin och x=pi/4. Jamfor med MATLABs cos(pi/4). Obs att detta
ar ocksa en approximation, men beriknad med hoégre noggrannhet.

Skriv en scriptfil testderivative.m med en for-loop som genererar en lista av h-varden,

h=(10"1,...,1071%).
For varje h(i) berdknas approximativa derivatan D f(i) och absolutbeloppet av felet
e(i) = D (i) — cos(m/4)|.
Alltsammans presenteras i en tabell med h, Df, e i de tre kolumnerna. Tips: a=[h’, Df’, e’].
Jamfér med teorin i (18), (19).

Obs att MATLABs input och display har ingen anvéndning hir och bor absolut inte anvindas
i denna Gvning.



4 NUMERISK BERAKNING AV DERIVATA

3. OVNING 2

Gor samma undersdkning med den symmetriska differenskvoten i (20). Kalla funktionsfilen
derivative2.m. JAmfor med teorin i (24), (25).

4. OvNING 3

Nér vi nu vet ungefar vilket A som ar optimalt, s& tar vi bort h fran input-listan och bygger
in h = 107 i funktionsfilen. Spara derivative2.m som derivative.m och gor dessa dndringar.
Funktionen ska nu ha anropet y=derivative(f,x), dar f dr ett funktionshandtag. Spara filen,
den ska anvandas i nésta studio6vning.

Prova derivative.m genom att derivera f(z) = 323 i = 2. Detta kriver att du skriver en
funktionsfil funk.m som implementerar funktionen f(x) = 3x3. Berikna och plotta derivatan pa
intervallet [—3, 3].

/stig



