TMV035 Analysis and Linear Algebra A, 2006

NEWTONS METOD FOR SKALAR EKVATION f(z) =0

Vi skriver en funktionsfil newton.m med anropet x=newton(f,x0,tol) som berdknar en app-
roximativ 16sning av ekvationen f(x) = 0 med hjilp av Newtons metod. Programmet anvinder
funktionen derivative.m for approximativ berdkning av derivata, som vi skrev i en tidigare
studiobvning. Senare, i ALA-B, ska vi generalisera programmet till att 16sa system av ekvationer.

1. INLEDNING

Lat f : I — R vara en deriverbar funktion (I &r ett intervall). Vi erinrar oss att ekvationen
f(z) = 0 kan skrivas som en fixpunktsekvation x = g(x) genom omskrivningen

v =z —a(@)f(z),
dvs med
g(x) =x —alx)f(z).
Det géller att hitta a(z) sa att g : I — I blir en kontraktion. Da konvergerar fixpunktsiterationen
(1) Thy1 = g(xk).

Detta ar inte latt att astadkomma, men Newtons metod ger oss en systematiskt sétt att gora
detta.

Antag att vi har en approximativ 16sning ), och vi vill hitta en béttre approximation xj41 som
i (1). Vi bildar linjariseringen av funktionen f i z; (Definition 8 i Adams 4.7):

(2) L(z) = f(ax) + f'(xr) (2 — 2x)
och léser L(z) = 0 istallet for f(x) = 0. Dvs
(3) flor) + f'(@e) (@ —2) = 0
med losningen

o fla)
(4) T =K F(zr)
Detta far bli ndsta approximation:
) e =~ s
Detta &ar pa formen (1) med

glx)=ax— J@) dvs a(x) = !

f'(z)’ f'(x)
Iterationen kallas Newtons metod (eller Newton-Raphsons metod). For att Newtons metod
ska fungera maste f’(xy) # 0. Vi antar dérfor att

() #0 forallazel.
Kom ihag att ekvationen for tangenten till grafen y = f(z) i (ag, f(x)) dr y = L(x), dvs
y = flak) + f'(z1) (@ — 20).
Geometriskt betyder (3) att vi fljer tangenten och hittar xp4q dér denna skér z-axeln.
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2 NEWTONS METOD FOR SKALAR EKVATION F(X) =0

Example 1. Med f(z) = 22 — 2 far vi

(@) x? =2 1 n 1 1 n 1
T)=x — =—r——-x+—-—=-x+ —.
g 2x 2 T 2 T
Newtons iteration blir
1 1
Tkl = 5Tk + —.
2 Tk

Vi har tidigare sett att g &r en kontraktion med L = 1/2 pa [1,2] och denna iteration konvergerar
snabbt mot v/2 om vi viljer zo € [1,2]. O

Antag nu att Z € I &r en rot, dvs
f(@)=0.
Om vi deriverar g(z) far vi

@@ f@fF @) @)
gl =t 702 GEE

sa att
- f@Or@
f(x)?
och ¢'(z) ~ 0 pa varje litet intervall nara roten. Det betyder att g har en mycket liten Lip-
schitzkonstant pa varje sadant intervall. Det innebéar att Newtons metod konvergerar mycket
snabbt.

Féljande sats handlar om detta. Det & Theorem 7 1 Adams 4.6.

Theorem 1. Antag att x,xry1,T € I och att vi har begransningarna

(6) If’](Lw)I <M, Vzel,

(7) lf"(z)] <K, Vzrel.

Da galler

(8) v — 2 < M f(z3)],

(9) |Tht1 — 2] < %MK|5171¢+1 — z/?,
(10) |Tpr1 — 7] < %MK|a:k — 7).

Begransningarna (6) och (7) innebér att tangentens lutning inte far vara alltfor nidra 0 och inte
andra sig for mycket pa intervallet I.

Feluppskattningen (8) relaterar felet i « till felet i f(x), dvs relaterar felet x — Z till residualen
f(z1). Residualen anger hur vél xj, uppfyller ekvationen f(z) =0. Om f’(z) &r liten pa I sa blir
M stor och da kan felet vara stort &ven om residualen f(zy) &r liten. Det betyder att ekvationen
ar svar att 16sa om f’(z) ar liten.

De andra uppskattningarna visar att x; konvergerar mycket snabbt om den konvergerar alls.
Till exempel, om x), har kommit sa néra roten att |z, — Z| < 1, sa ser vii (10) att felet i nésta steg
ar proportionellt mot kvadraten pa det tidigare felet, dvs det minskar mycket snabbt. Vi siger att
felet konvergerar kvadratiskt mot 0. Vi erinrar oss att bisektionsmetoden och fixpunktsiterationen
i allméanhet bara konvergerar linjart.

En nackdel med Newtons metod &r att det ar svart att ange ett intervall I dar ovanstaende
begrénsningar géller och sadant att iterationen stannar kvar i intervallet. I praktiken far man
oftast noja sig med att sdga att metoden konvergerar om man véljer x( tillrickligt néra en rot
och prova sig fram med olika .

Beviset kan skippas om du inte orkar mer teori.
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Bevis. Medelvérdessatsen (Theorem 11 i Adams 2.6) ger

(11) far) = f(@) = f'(s1)(@n — 2),

dar f(Z) = 0 och s; ar en punkt mellan  och Z. Vi far med hjélp av begriansningen (6)
o ()]

12 — 7z = <M

( ) |Ik I| |f/(sl)| = |f(xk)|a

vilket &r (8). Linjarisering med felterm (Theorem 9 i Adams 4.7) ger

(13)  flowen) = Fon) + 7o) e = 2) + 5 f(52) (e — a0 = 3 f/(52)wnnn = )
dar vi anvande

flar) + (@) (@rer —2x) =0
fran (5). Tillsammans med (8) och begransningen (7) ger detta

1 1
(14) |Tht1 — | < M|f(zps1)| = §M|f”(32)|(xk+1 —x5)? < SME (w1 = zy)?,
vilket &r (9). Linjarisering med felterm ger dven
1
(15) f(@) = flar) + f/(2r) (@ —ax) + §f"(83)(i - xr)?,

dar f(z) = 0 sa att

S ACIYNE i C) P,
(16) O T + 2f’(xk)( k=)

~

Enligt har vi

1 — _
( 7) f/(xk) (IkJrl xk)v
sa att
o 1 f"(s3 )2
(18) T — & = _(xk-i-l - xk) + 2 f/(xk) (xk - ‘T) )
vilket leder till
- 1 f"(s3) 12
1 —F== _
( 9) Te+1 — X 2 f/(xk) (xk ‘T)
och sedan
o L[f"(s3)] 21 -~
_ oy = = _ < _
(20) Tpt1 — T 5 |f’($k)|(wk 7)* < 2MK(gc;C T)”,
vilket ar (10). O

Nar stoppar man? Vi vill stoppa iterationen nar felet &r mindre &n en given tolerans:
(21) |xr — Z| < tol.

Feluppskattningarna i satsen ar inte anvéndbara eftersom vi inte vill anvéinda de svarbestédnda
och grova begransningarna M och K. Men (18] ger

1 J(‘//(S3

Be = &= —(Tr — ) + 5

~—

(Ik _1_7)2a
)
sa att
_ 1 12
|xg — Z| < |xprr — xp| + 5MK|33k — |

Om iterationen konvergerar sa ar den sista termen snart mycket mindre &n de andra termerna och
vi har

(22) |:Z?k — :f| ~ |:Z?k+1 — Ik|.
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Stoppvilkoret
(23) |:Ek+1 — Ik| S tol

garanterar alltsa (21) approximativt. Det betyder att vi accepterar xj om &ndringen i nésta
iteration &r mindre &n toleransen.

Algoritmen. Algoritmen &r mycket enkel.
while |h| > tol
berdkna residualen: b= —f(z)
berikna derivatan: a = f’(z)
berdkna éndringen: h =b/a
uppdatera z: x=x+h

Derivatan berdknas lampligen numeriskt. Newtons metod ar ndmligen okéanslig for fel i derivatan.

Ovning. Skriv en funktionsfil newton.m som implementerar ovanstaende algoritm. Anvind skalet
newton.m

Kopiera in filen derivative.mi slutet av newton.m sa att derivative fungerar som en “sub-
function”. Detta &ar praktiskt eftersom de tva funktionerna da bildar ett paket i en fil.

Prova programmet pa nagra exempel.

(a) 2*=2

(b) sin(x) =0

(¢) cos(z) =2

(d) 2> —4r—-1=0

Plotta funktionen f(z) forst for att fa en bra gissning for ay. Forsok hitta alla rotter.

/stig


http://www.math.chalmers.se/cm/education/courses/0607/ala-a/matlab/newton.m
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