Differentialekvationer och Tekniska Berdkningar del A, for Kb.

Losningar till tentamen 2002-01-14.
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FiGUR 1. Problem 1. Ursprunglig triangulering.

Problem 1.
(a) Med triangelnumrering enligt Figur 1 fis med Pythagoras’ sats och enkel trigonometri:

Storlek (d.v.s. lingsta sidan) | Minsta vinkel
T V2 /4
T, 2 /12
T3 2 /6

(b) Med nod- och triangelnumrering enligt Figur 1 fas

1 2 3
o1 v3 V3 0 L2 3 4
P=lo0 0o 1 1" "7 |5 5 5

ES * X

Kommentar: Rad nummer 4 i matrisen ¢ innehaller numren pa de delomraden respektive triangel
tillhor. Dessa betecknas ovan med “*”.

(c) Forst forfinas 77 genom att en ny kant insittes fran mittpunkten pa den langsta sidan till
motstiende horn. Eftersom detta introducerar en s.k. “hdngande nod” i punkten (0.5, 0.5) maste
darefter dven T» forfinas. Den resulterande trianguleringen blir ddrmed som i Figur 2.

(d) Eftersom det finns en basfunktion associerad med varje nod blir dimensionen av V}, pa den
ursprungliga trianguleringen lika med 5 och pa den forfinade trianguleringen lika med 6.
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Problem 2.
(a) Vi har foljande (inre) noder: Ny i punkten z = 1/3 och N, i punkten z = 2/3. En bas for V0
utgors av de associerade hattfunktionerna {¢1, p2} C V2, dér

3z, 0<z<1/3, 0, 0<z<1/3,

pr(x) =< 2-3z, 1/3<2<2/3, ¢ox) =< 3z-1, 1/3<2<2/3,
0, 2/3<x<1, 3—3z, 2/3<z<1.



FIGUR 2. Problem 1(c). Forfinad triangulering.

Dirmed fas interpolanten m f € V0 som

(@) = F(3)01(0) + 1(3) 0a(e) = 5 01(0) — 5 pa() =

- — -2 1/3<z<2

—2x/3, 0<z<1/3,
2¢/3—-2/3, 2/3<z<1.

Enligt definition av Lo-projektion ir P, f € V) den (entydigt bestimda) funktion som uppfyller

1 1
(1) / thvd:cz/ fvdz, YveV0
0 0

Eftersom {1, @2} C V) ér en bas for V) dr (1) ekvivalent med

1 1
) /ﬁwww=/fwm i=1,2
0 0
Ansatt
(3) Prf(z) = c1p1(x) + c2p2(w), c1,c2 €R

Inséttning av (3) i (2) ger

2 1 1
(@) Z%/wwmz/fwm i=1,2
0 0

j=1

~~ ~~
mij b;

P& matrisform skrivs (4)

(5) Mc

I
s

Vi berdknar

b—[bl] fofgolda; _ 01/3 (:1:—1)3:1:da:+f2/3 (x—1)(2—3z)dz
T b2 fof%dx f2/3 )3z —1) d:c+f2/3 z(z —1)(3—3z)dz
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dar b; = by av symmetriskil. Vidare beridknas

M:[mll m12] f0W1<.01de f0<P2901dw _
Ma1  Ma2 fo Y1 P de fo P2 2 dz
f1/3(3w) da:+f2/32—3m)2d:v f2/3 (2 —3z)dx B
jf/; 2—32) 3z — 1) dz jf/; 3z —1)2 d;c + f2 (3= 30)%dw |
2/9 1/18
1/18 2/9 |’

dar my; = may av symmetriskil (och sjalvfallet si &r myi2 = may). Slutligen 16ser vi (5):

_|a | _apo1p 1 Maa  —M12 b | _
C_[CQ]_M b= detM[—mm mi1 ][bz]_

warme | s oo’ || T | = Sulis |

~11/162 ~11/45

d.v.s.

1 1 —11z/15, 0<z<1/3,

Pif(s) =~ #1(@) — 5 oa(e) =4 ~11/45, 1/3 <0 <2/3,
11z/15—11/15, 2/3<az <1.

Se Figur 3.
®) 1l = maxeer |f(2)] = 1/4, fllan = (f; F@)?da)'? = (f 2?(@ — 1)? d2)*/? =
1/4/30.
(c) -
(d) -

-0.05

mf(z) = —Fe1(z) — §oalx)

-0.151-

-0.21

f@) = 2z — 1)

Pof(x) =[5 1(x) — 5 ¢2(x)

-0.25 I I I 1 1 1 I I I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

x

FIGUR 3. Problem 2(a).



Problem 3.
(a)
(b) - »
() VI = (8, %) = (ycos(ay), zeos(zy)); Af = V- (Vf) = 5h + 5 = —y?sin(ay) —
#*sin(zy) = — (2 + y?)sin(zy); V - (@Vf) = V - (zycos(zy), 2° cos(ay)) = 35 (wycos(zy))
2 (2? cos(wy)) = ycos(ay) — zy® sin(zy) — 2% sin(ay) = ycos(ey) — z(a? + y*)sin(zy); b-Vf =

2y
(1,1)- (—5, 55) —t + 8f = ycos(my) + z cos(zy) = (x + y) cos(zy).

~~
(=%
= ¢
=

0, dv.s. @ = 1. Alltsd dr u = (1 — 2 — y?)/4 vilket, eftersom a = ¢
8u

—e - Tt u=1/2+1/2+(1—2® —y?)/A=1+ (1 -2 _y)/4'
(e) -
Problem 4
(a) -
(b) -
(c) -
(d) -
Yy
N.
L 2
Q
N1 N3
h T

FI1GUR 4. Problem 5.

Problem 5. Lat p(Q) = h?/2 beteckna arean av . Se Figur 4.

ftersom 0 = { (z, y € R2: 22 + y? = 1} medfor randvillkoret u =

0pa o att (a—1)/4 =

1, ger f = —Au+tu =

(a) Med kvadratur baserad pa integrandens vérden i triangelsidornas mittpunkter, vilken ar exakt

for andragradspolynom, fas'

Ixl+lxl+0x0
mi = //Qcplcpldmdy = 2" 2 23 2 w(Q) = h2/12.

Av symmetriskél blir ocksd de Gvriga elementen i massmatrisens huvuddiagonal

Moo = M3z = h2/12
Vidare fas

=x0

=
X
N =
_|._
jen)
=
+
|-

miz2 = // paprdzdy =
Q

och av symmetriskél

W X

neQ) = /24,

LObservera att eftersom taltfunktionerna &r linjdra funktioner pa Q &r deras virden i triangelsidornas mittpunk-

ter antingen 1/2 eller 0.



2
M1 = Mg = M3g1 = Mag = M3z = h*/24.

(b) Notera forst att explicita uttryck for taltfunktionerna pa Q ges av

X+ x
@1($7 y)_ hy7 ‘102(‘%7 y): %7 @3('%7 y) = Ea
vilket ger
1 1 1 1
Vi = (_ﬁ’ _E)’ Vs = (0, E)’ Vs = (h 0).
Darmed fas

1 1 1 1 2
ar = [[Vor-Vordsay = [[ (5P (5 —pdeay = u@) = 1.

1 1 1
an = [[ Ver-Vordzdy = [[(0,5)-0, ) dody = u@ = 172
o 0 " h h h

och av symmetriskil

asz = ]./2

Vidare fas
1
a;p = // Vs -V dedy = // =) (—= —E)dxdy = —ﬁp(ﬂ) = -1/2,

asz3 = // Vs -Vpadrdy = // dxdy =0,

och av symmetriskél
ag = a3 = az = —1/2, az =0.

(c) Notera att

mzﬁﬁmwiﬂ@&
Q

geometriskt dr volymen under “talt” ;. Alltsa blir

“basyta” “hsjd”
—~ =~
() x 1

(6) by = by =bs = 3

= h*/6,

fran formeln for volymen av en pyramid?.

2 Kommentar: Ekvation (6) 4r forstas precis det uttryck som du erhaller ifall du t.ex. anviinder kvadratur baserad
pé integrandens virden i triangelns horn, vilken dr exakt for forstagradspolynom.



N3 = (23, y3)

Ny = (2, 42)
Nl = (mh yl)
FIGUR 5. Problem 6.

Problem 6. Lat u(T) beteckna arean av triangeln. Lat vidare v beteckna vektorn fran N; till

Ny, och w vektorn fran N till N3. Kalla slutligen vinkeln mellan v och w for 6. Se Figur 5.
(a) w(T) = ||w|sm(9) =23¥ = (®2—21,y2— yl)x(“ v1,ys=y1) — (Za—z)(ys— yl)*(ws 21)(yz—y1)

(b) Eftersom gol ar thar pa T gor vi ansatsen v1(z, y) = Aw + By + C. Darmed blir Vgol =

(—8‘%, 66“;1) (A, B) och vi har 16st problemet ifall vi kan bestimma A och B. Om vi nu utnyttjar

att ¢1(N1) = 1 och 1 (N3) = ¢1(N3) = 0, erhalls det linjira ekvationssystemet

(7) A.’L’l + Byl —|— C = 1,
(8) Az + Byg +C = 0,
9) Azs+Bys+C = 0.

Eftersom vi i forsta hand &r intresserade av att bestimma A och B eliminerar vi C' genom att
multiplicera ekvation (7) med —1 och addera till ekvationerna (8) och (9), vilka ddrmed Gvergér i

(10) Az —21) +Bly2—y1) = -1,
(11) A(Ib'g - 5171) + B(y3 - yl) = -1.

Ekvationerna (10) och (11) kan skrivas pa matrisform

M

r

To—T1 Yo—y1| |A
r3—21 Ys—uyi| |B

I
[
- =
—_

med 10sning

[g] =M [:ﬂ - (@2 —21)(ys — 1) i (3 — 21)(y2 —91) [g’ﬁ - Zz g; - zzl] [:ﬂ B

det M

1 [Z/z - ys]
2u(T) |x3 — 22|

Problem 7.
(a) Bakat Euler: givet £°, 16s

é-n_é-n—l " _
M At + A& =b, n=1,2,



d.v.s.

C

——
(M +AtA) " = ME + Ath, n=1,2,

déirAt:l/2ochC:M+AtA:[

Ce' = M + Ath = [

Bestim nu £2:

3 7
2 5

]. Bestam forst £

ce e s [ 2] 7] vum 8]

1

€2=C‘1[_12]=@[—52 NIk

vilket &r en approximation till £(1).

(b) -

det C



