PROBLEM

A. Ortogonalprojektion

1.

Lat z = (1,-1,0,2) och y = (3,-1,1,1).

a. Berdkna z - y.
b. Berakna vinkeln mellan vektorerna x och y.

c. Berakna vinkeln mellan vektorerna z — y och z + y.

Lat e = (2,1,2,1) och w = (1,2,—3,4). Bestdm talet s sa att vektorn se + w
blir ortogonal mot e.

Ortogonalisera foljande vektorer med Gram-Schmidts metod.

U1 = (17273)T7 Uy = (3727 1)T

Lat e; = (2,1,0,1), e = (0,2,1,—2) och w = (1,2,1,2). Visa, att e; och ey &r
ortogonala och bestdm sedan talen s; och s; sa att vektorn sie; + sqeq + w blir
ortogonal mot bade e; och es.

Lat V vara ett underrum till R™ med dimensionen n < m och lat V spannas av
kolonnerna i matrisen ) € R™*™. Projektionsmatrisen P for ortogonalprojektion
pa V ges av

P=Q(Q"Q)'Q".
Visa, att P = QQ" om kolonnerna i @ ir ortonormala.
Lat
u=(1,1,1,1)7, v=(1,-1,1,-1T.
och bilda vektorrummet V' = span{u,v}.

a. Verifiera att u och v ar ortogonala.

b. Normalisera vektorerna w och v till lingden 1. Dessa bildar en ON-bas for
vektorrummet V.

c. Bilda (4x2) matrisen @) med vektorerna i ON-basen som kolonner och berdkna
projektionsmatrisen P = QQT.

d. Bestdm ortogonalprojektionen Pw av vektorn w = (1,2,3,4) pa V.

Ange den ortogonala projektionen av u = (0, 4, 4,0) pa det underrum till R* som
genereras av vektorerna

er1 = (1,2,3,1)7, es = (1,—2,1,0)T.



B. Egenvarden

1.

Visa, att 5 ar ett egenvarde till matrisen

[eciNer BN anll V]
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Anvénd t.ex. att det(A — AI) = 0 om X &r ett egenvérde till A.

Visa, att z = (1,0)” ar en egenvektor till matrisen

21
A= (O 3> |
Vilket egenvarde ar associerat med denna egenvektor.

Berédkna egenvardena till matrisen

A:

W B =
N Ot O
—= o O

Berakna egenvarden A och egenvektorer z till matriserna
10 01
=) 7=00)
Givet matriserna

7 4 1 /1 -2
A_(419’ P‘Vﬁ@ 1)'
Berikna egenvirdena till A. Visa sedan att matrismultiplikationen PT AP ger en

diagonal matris.

Berakna egenvarden A och normaliserade egenvektorer x till matrisen

1(7 9
A‘E@ »'

Visa, att om A &r ett egenvirde till A, s ar 1/) ett egenvarde till A~

Visa, A och AT har samma egenvirden. Ledning: studera ekvationerna Az = \x
och ATy = py. Anvind att y? Az = 27 ATy och visa att \ = p.



. Partiella derivator och kedjeregeln

. Berdkna de partiella derivatorna 9, f och 0, f till var och en av funktionerna

a. f(z,y) =2° +4y° — 4
b. f(z,y) = ? — 6z + 2y*
c. f(z,y)=zy”.
d. f(z,y) = 2% + 223y* — ¢*
Berékna de partiella derivatorna 8, f och 9, f till funktionerna
x
a. f(z,y) = arctan —.
Y
b. f(z,y) = In(z? + zy)
T
c. f(z,y)=
fla,y) = —— ”
d. f(z,y) = a%e

. Derivera partiellt a) y/z2 + z3, b) arctan(z;2,) och c¢) €*** sin(z; + z2).

. Berdkna den partiella derivatan fg’c'y till var och en av funktionerna

a. f(z,y) =2’y
b. f(z,y) = zy* — ¢’
c. f(z,y) = 2ye”.
d. f(z,y) = zIn(zy)
. Bestam de partiella derivatorna f;,, f;, och f; till funktionen

f(z,y) = 2° + 42’y + 8zy* + 215

. Bestdm den partiella derivatan fg)y(l, 2) till funktionen

e2mfy
z,y) = .
H@y) =,
. Bestam de partiella derivatorna f7,, f;, och f/ till funktionen

f(z,y) =e® +zlny.



8. Lat f(z,y) = zy och z = cost, y =sint. Anvind kedjeregeln

df _ofdr  9fdy
dt Oz dt Oydt’

for att berdkna df /dt da t = /2.

9. Anvand kedjeregeln for att berdkna dz/dt om

a. z = 3% + 2zy3,
b.
c.
d.

€.

z = 2% — by,

z=x%y3 + 3,

r=t, y=t2.

z=1t y=t.
r =2t y=1t.
xr =-cost, y=sint.

r=a+at, y=>b+pt.

10. Antag, att z = f(z,y) ar en funktion av tva variabler med kontinuerliga partiella
derivator. Séatt z = 3t + 2 och y = 2t — 1. Berdkna dz/dt.

I1. Gradient och riktningsderivata

1. Berédkna gradientvektorn

_(0f Of
vi=(5r5,)

till foljande funktioner f : R? — R

C.
d.

2

2. Bestam gradienten till funktionerna a) €*¥, b) e ** ¥’ och c) In(z + y).

3. Bestam gradientvektorn V f(z) i punkten (3, 3) till féljande funktioner

a. f(x) =4z} + 923.

b. f(z) = 2 — 22125 + 75 — 5.

c. f(z) =23+ 2129 + 23.

4. Berdkna langden pa gradienten, |V f|, i punkten (1,2) om funktionen f ges av

f(z) = 21 + 3.

5. Berakna gradienten i origo for funktionerna
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10.

11.

flz,y) = e =Y,
f(z,y) =22 (1 +9°) + 92

a. f(x)
b. f(z)

Vad kan sdgas om funktionerna f i denna punkt.

Bestam derivatan av funktionen

flz,y) = 2%y,
i punkten (z,y) = (1,1), lings riktningen v = (1,/3).
Berikna derivatan i riktningen (—1/4/5,2/+/5) av funktionen

f@y) =2 +y° - 3zy,
i punkten (z,y) = (2, —1).

Det skaléra faltet ¢(z,y, 2z) = xyz ar givet. Berdkna V¢ och riktningsderivatan
i riktningen v = (2, 3, 5).

Berdkna f! av funktionen f(z,y) = xy i riktningen v = (4,3) och i punkten
(z,y) =(1,1).

Bestam riktningsderivatan f! av f(x,y) = 2+ zy? i punkten (1,1), i den riktning
som ges av vektorn v = (1,2).

Bestdm den riktning i vilken funktionen f(z,y) = /9 — 22 — y? véxer snabbast
i punkten (1,2), samt riktningsderivatan till f i denna punkt. Ledning: f. =
Vf-v=|Vf|lcosf om |v] =1 och @ &r vinkeln mellan V f och v.

111. Tangentplan

1.

S =B e e

Bestam tangentplanet

2= @)+ @D -2+ G @),

till funktionen f(z,y) = 2z% + 3y? i punkten (z,7) = (2,2).

Bestam tangentplanet till ytan z = 22 + z + 3? i punkten (2,2, 10).
Taylorutveckla funktionen f(z,y) = zy till forsta ordning i punkten (0, 3).
Bestam tangentplanet till ytan z = sin(z2 + y?) i origo.

Berikna tangentplanet till funktionsytan f(z,y) = z2y i punkten (—2,1,4).

Sok tangentplanet till paraboloiden f(z,y) = x® + y* + 1 i punkten (1,1,3) pa,
ytan.



IV. Partiella differentialekvationer, PDE

1. Visa, att f(z,t) =z — y ar en l6sning till

of , of

81: Ay =0

2. Visa, att f(z,t) = 2zy — y? ar en l6sning till den partiella differentialekvationen

of of
() -
3. Visa, att u(z,y) = 2z + 2zy? — y> loser den partiella differentialekvationen
ou ou
T2 4oyt 4w =2y — 8a.
Y o7 + 2y oy U y — 8z

4. Visa, att om n ar ett godtyckligt heltal och A och B reella tal, sa ar funktionen
f(z,t) = e ™ (Acosnz + Bsinnz) en 16sning till virmeledningsekvationen

of 10f
02 bot

5. Visa, att om f(z,t) = (z + ct)® och g(z,t) = (z — ct)*, s& &r u(z,t) = f(z,t) +
g(z,t) en 16sning till vagekvationen

u 1 8%f

dx2 2o’
V. Kurvor och ytor

1. Rita foljande kurvor for hand eller i MATLAB

a. f(z,y) = 2% +y*
b. f(z,y) =2 -y’
c. f(z,y) =sinzsiny
d flz,y)=e=¥
2. Berékna derivatan A’(t) av vektorn A(t) = (cost,sint,2t). Rita grafen till

A1)

3. En partikel ror sig langs kurvan T'(t) = (#2,3t,1). Berdkna da t = 3 a)
hastigheten v = I'(¢), b) farten |v| och c) accelerationen v'(t).
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. En partikel ror sig lings kurvan I'(t) = (sint, 3 cost,t?). Berdkna da t = 7/2
a) hastigheten v = I"(¢), b) farten |v| och ¢) accelerationen v'(t).

1
. Integrera vektorn / B(t)dt, dar B(t) = (', sint, 2t).
0

. Berdkna langden L = / V2'(t)? + y'(t)% dt pa de parametriserade kurvorna

a. I': (z,y) = (cost,sint), 0 <t < 7.
b. I': (z,y) = (t,t), 0 <t <4
c. I': (z,y) = (t,cosht), —1<t<1.



Svar

A. Ortogonalprojektion

1.

v ™ L

6.

I.

1.

a) 6 b) m/4 c) arccos(—1/v/5)

.s=-1/5
Cun = /|loil] = (1,2,3)T/VI4, up = (4,1,-2)T/v/21.
. 81 = _1, So = _1/9

. @:s kolonner ortonormala dvs. QTQ = I. Projektionen blir

P=QQ"Q)'Q" =QI'Q" = QIQ" = QQ".
Observera att QQT # I eftersom Q #r av typ (m x n).

c)

1 1 1 010
1 -1 110 1 0 1
@=511 1 P=31101 0
1 -1 0101
d) (2,3,2,3)"
- 3(1,6,5,2)"
. Egenvarden

. Matrisen A — 51 ar uppat triangular med ett element 0 pa diagonalen. Alltsa ar

det(A — 5I) = 0.

LA=2
./\1:—1,/\2:7,00h)\3:1
A )\1 = 1, )\2 =5 och Lo = (0, ].)T, Ir1 = (1,—1)T

B: A\ =—1, 2 =1ochz; =(-1,1), z, = (1,1)".

. )\1:50Ch/\2:15.

A =—1, A\ =8och z; = (—1,1)T/v/2, z, = (1,1)T /2.
Partiella derivator och kedjeregeln

a. 0,f =322, 0,f =8y

b. 8,f =2z —6, 9,f = 8y*

c. O.f =y% 0,f =2xy



10.

© 2 =N S

o o

e

e o T

O, f = 322 + 62%y*, 9, f = 8x3y® — 4¢3

Ouf = (y+2°/y) ", 0,f = —a(y® +2°) "

Oxf = 2z +y)(2* + 2y) ™', Oyf = 2(2® + zy) ™
Ouf =y(e+y)7% 0,f = —a(z +y)~°

Ouf = 3z%e™ + x3ye™, 9, f = zie™

Ouy f = 1(2} + 23) /2, On, f = ma(a} + 23) 1/*

b. Op f = zo(1 + 2222)7, Op, f = 71 (1 + 2i23)~!

. Oy [ = 2e* sin(zy + x2) + €2 cos(z1 + 22), Op, [ = €1 cos(z1 + z2)

vy = 10zy,
// _ 4y3

[/
zy = 2¢e”

;’y =1/y

= 6z + 8y, = 8z + 16y, f,, = 16z + 12y

ny

fgﬁi)yu, 2) = —32/27

-1

/e o

@®

Kedjeregeln ger £ = Ofde | Ofdy _ 3d—f + 29

mm_ye ’ ;-Iy_ (1+$y)+y _m2€my_$y72

14t + 6t

3t — 10t

52t12

2 cos*sint — 3 cos? tsin®t
a(b+ gt) + Bla + at)

&2

dz dt dy dt

I1. Gradient och riktningsderivata

1.

a.
b.

P-'O

= (2z,2y)
f = (2(z+y),2(z +y))
Vf=(yz)
Vf = (423 + 322y — 4y, 2% — 4z + 2y)
V= (ye™, ze®)
L Vf = (—2ze Y 2y~ V")
vi= ()



3. a) V£(3,3) = (24,54), b) Vf(3,3) = (0,—303), c) V£(3,3) = (9,9)
4. V153

5. a) och b) V£(0,0) = (0,0)” stationir punkt

6. 1+3v3

7. —21//5

8. (2yz + 3zz + 5zy)//38

9. 7/5

10. 7//5

11. Maximala riktningsderivatan ir |V f(1,2)| = v/5/2 i riktningen v = (=1, —2)/V/5,
dvs. i gradienmtens riktning.

III. Tangentplan

1. 2=8zx+ 12y — 20

2. z="bx+4y — 8

3. z2=3z

4. 2=0

5.4z —4y+2+8=0
6. z=2x+4y —3

IV. Partiella differentialekvationer, PDE

V. Kurvor och ytor

1. -

2. A'(t) = (—sint,cost,2)

3. a)v = (6,3,0), b) V45, c) v' = (2,0,0)

4. a)v=(0,-3,7),b) VI+72 ¢c)v =(-1,0,2)
5. (e—1,1—cos1,1)

6
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