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1. DYNAMISKT SYSTEM. LINJARISERING. STABILITET

1.1. Dynamiskt system. Vi borjar med ett enkelt exempel.

Exempel. Rorelseekvationerna for en ddmpad, driven pendel &r
(1) mlf"(t) = —mgsinO(t) — blO'(t) + M(t)/l, [N=kgms 2]

med beteckningar enlig Figur 1, dir m [kg] #r pendelns massa, [ [m] dess lingd, g [9.81 ms™2]
tyngdaccelerationen, 6(t) utslagsvinkeln vid tiden ¢ [s], b [Ns/m] &r en ddmpningskoefficient
(“luftmotstandet” #r proportionellt mot farten) och M(¢) [Nm] &r ett vridmoment (“en elmotor
pa axeln”). Symbolerna inom klammer [ ] anger SI-enheter. Vi séger t ex att | bér dimensionen
lingd och méts i SI-enheten m och att M (¢) bér dimensionen kraft-lingd och méts i Nm. Vinkeln
miits i radianer och dr dimensionslos. Det &r till stor hjélp att gora sadan dimensionsanalys néar
man stéller upp matematiska modeller for tekniska system.
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FIGUR 1. Pendeln.
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Med beteckningarna X; =6, Xo =0, U = M,w = +/g/l [s7!], a =b/m [s7'], B =1/(ml?)

far vi
X1(t) = Xa(2), [s71]

2) X5 (t) = —w?sin X1 (t) — aXy(t) + pU(1). [s72]

Detta kan skrivas pa matrisform,

1y , X A
X/(t) = F(X(),U(5)), dar X = M Fe M
och F1(X,U) = Xa, F5(X,U) = —w?sin X1(t) — aXa(t) + SU(t). Till dessa ekvationer kommer
ett begynnelsevillkor
NORIE

Vo
dér 6y och 1y ar pendelns utslagsvinkel respektive vinkelhastighet vid tiden ¢t = 0. O

Mer allmént betraktar vi ett begynnelsevirdesproblem for ett system av icke-linjéra ordinéra
differentialekvationer av typen

X'(t) = F(X(t),U(t), t>0,

) X(0) = Xo,

dir X (t) € R™ ér den obekanta 16sningen, F : R™ x R"™ — R™ ér en given vektorviird funktion av
X eR"och U € R™, U(t) € R™ ir en given funktion och Xy € R™ &r ett givet begynnelseviirde.
I exemplet dr n = 2 och m = 1.

Vi betraktar detta som ett dynamiskt system, dir vi ger indata Xo och U(t) och beriknar
utdata X (t), se Figur 2. I detta sammanhang kallas X tillstandsvariabler och U styrvariab-
ler. Tillstandsvariablerna kan t ex representera temperaturer och koncentrationer av reagerande
amnen i en kemisk reaktor och styrvariablerna kan representera floden av tillférda &mnen och
viarmefloden i viarmeviixlare for kylning och uppviarmning. Ofta kan man inte mita (observera)
tillstandsvariablerna X direkt och infor da observerbara variabler Y € R¥, som beror pa X enligt
Y (t) = G(X(t)), vilket representerar métprocessen. Information fran ¥ kan sedan adderas till U i
en aterkopplingsslinga (feedback loop) (t ex om det blir fér varmt dkar man kylningen). Vi bortser
fran detta hér och arbetar bara med X, U, enligt Figur 2. Observera att systemet &r autonomt
om det inte finns nagra styrvariabler: X' = F(X).

Vi &r inte intresserade av en enskild 16sning X (¢) utan av systemets beteende da vi varierar
indata. Differentialekvationen &r icke-linjér och kan i allménhet endast 16sas numeriskt. Viss infor-
mation om systemets beteende kan man dock fa genom att linjérisera, vilket vi nu skall beskriva.

FI1GUR 2. Dynamiskt system.

1.2. Stationdr 16sning. Antag att systemet (5) har ett stationért (tidsoberoende) tillstand X,
U. Eftersom X' =0 ger (5) att

(6) F(X,U)=0.

I tillimpningar kan X representera en arbetspunkt (eller jamviktslige), som man vill uppna genom
att stéilla in styrvariabeln U pa ldmpligt sétt.
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Exempel. For pendeln fas de stationdra punkterna genom att sitta X/{(¢t) = X4(¢t) = 01 (2),

vilket leder till ekvationssystemet

XQ =0,
(7) o
—w“sin X1 — aXs + U = 0.

Om vi viljer t ex U = 0 (dvs inget yttre vridmoment) far vi 16sningarna Xo =0, X, = kn,
k =0,%1,£2,.... Pa grund av periodicitet ricker det att betrakta de tva fallen X; = 0 (nedre
jamviktsldget) och X7 = 7 (6vre jamviktsldget). Med U = 0 har vi alltsa tva stationiira punkter

> 0 > T
X = [O} och X = {0}
é andra sidan, om vi vill att pendeln ska stilla in sig pa vinkeln X; = ¢ (0 < ¢ < 7/2), viiljer
vi U sa att B
—w?sing + U = 0,
dvs U = sm¢ Med detta virde pa U ges de stationéra losningarna av X, = 0 och ekvationen
—w?sin X; + w?sing = 0,

med l6sningarna

- k2
X, = otk C k=0,41,42, ...
T— ¢+ k2w
Med U = < sin ¢ far vi alltsa (bortsett fran periodiska upprepningar) tva stationira punkter
v_ | c_ |T—¢
X = [0 och X = 'k O

Vi kan alltsé ta tva attityder: (i) med styrvariabeln U given, bestim vilka jamviktstillstand X
som dr mdojliga; (ii) bestdm styrvariabeln U sa att ett givet jamviktstillstand X uppnas.

1.3. Linjdrisering. Lat nu X (¢) med data Xo, U(t) vara en 16sning till (5) som #r nira X. Med
(11) Xt)=X+AX(t), Ult)=U+AU(t), Xo=X+AXy,

kan vi betrakta AX (¢) som en storning i tillstandet X (¢) orsakad av stérningarna A Xy och AU (t)
i data. Vi soker en ekvation for AX (¢). Vi har

AX'(t) = X'(t) = F(X(#),U(t)) = F(X + AX(t),U + AU(%)).
Definitionen av derivatan av F i punkten X, U ger
F(X+AX(t), U+ AU(t)) = F(X,U) + F4(X,U)AX (t) + F,(X,U)AU(t) + R(t),
| < K

diir resttermen R(t) = Er(X(t),U(t),X,U) uppfyller ||R(t)] r(IAX @) + [[AU®)]?).
Utskrivet i komponentform blir detta

OF; OF, A1)
Fi(X +AX(t),U +AU(t)) = F(X,U) + [8X (X,0), , 87"()‘(,17)} :
! " AX,(t)
OF OF. A1)
+ |5 (X,0), ..., =—(X,0) L | F R
(14) LaUl OUm ] AU, (¢)
C o =O0F o -
= F(X,0)+ ) 55+ (X, 0)AX;(?)
+Z§Ii_( VAU, () + Ri(t)

Eftersom F(X,U) = 0, far vi (pa matrisform)
F(X +AX(t),U+ AU(t)) = AAX(t) + BAU(t) + R(t),
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dar matriserna

A=Fy(X,U)= ,
oF, o - OF, o -
X0 X0
(16) 8X1( 8Xn( )
8F‘l S 77 8F1 - =
BoRX,0)=| .
OF, - - OF, - -
G (X0 . SEX)

kallas Jacobimatriser till F' i punkten X, U. Den sokta ekvationen for AX (¢) &r alltsa

AX'(t) = AAX(t) + BAU(t) + R(t), t>0,

AX(0) = AX.

Observera att denna endast dr en omskrivning av (5). Om AX(t) och AU(¢) &r sma, sa kan vi
forenkla (17) genom att forsumma resttermen, och vi far det linjdriserade systemet

2'(t) = Az(t) + Bu(t), t>0,

z(0) = o,

for den approzimativa stérningen x(t) ~ AX(t) orsakad av datastorningarna zo = AXq och
u(t) = AU(t). Notera sambanden X (t) = X + z(t), Xo = X + zo, U(t) = U + u(t), som giller sa
léinge som storningarna ar sma.

Det linjéra systemet (18) séigs vara stabilt om losningen x(t) forblir liten for alla ¢ > 0, om man
tar tillriickligt sma indata xo, u(t). Man kan visa att i sa fall forblir X (¢) néra X, om man viljer
X tillrackligt ndra X och U(t) tillrickligt nidra U. Vi sdger da att X, U &r en stabil stationdr
punkt till det icke-linjéra systemet (5). Observera att triviala l6sningen x(t) = 0, u(t) = 0 till (18)
motsvarar stationéira losningen X (¢t) = X, U(¢t) = U till (5).

Exempel. For pendeln blir Jacobimatriserna

(17)

(18)

or - - or - - oF - -
— (X — (X Z-1
oy o~ 0F o - ~w?cos X —a ory o - B
L2x =2 (X 202
8X1( ﬂU) 5‘X2( ﬂU) aU( ﬂU)
I punkten X = [8} , U =0 far vi det linjiriserade systemet
0 1 0
(20) 0= | e L Jet+ g ue,
vilket motsvarar den linjara, ddmpade, drivna svingningsekvationen
(21) 0" (t) + w?0(t) + ol (t) = Bu(t).
I punkten X = {ﬂ , U =0 far vi det linjiriserade systemet
0 1 0
(22) 2 (t) = L"Q —OJ x(t) + [[3] u(t),

vilket motsvarar
(23) 0" (1) — w20(t) + a8’ (1) = Bu(t),

vars l6sningar inte dr svingningar. Se évning 7.
Man kan enkelt gora en numerisk 16sning med Matlab. Gor detta! Foljande m-fil pendel.m
definierar hogerledet i ekvation (20) med 3 = 0.
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function y=pendel(t,x)

omega=5; alpha=1;

A=[0 1; -omega”2 -alpha];

y=A*x;
Foljande kommandon 16ser ekvationen och plottar sedan ldsningskurvorna, dvs x1(t) och xa(t)
som funktion av t.

T=10; x0=[1;1];

[t,x]=0de23(’pendel’, [0 T], x01);

plot(t,x);
Men du anvinder givetvis din egen ode-l6sare my_ode istéllet fér ode23!

Kommandot plot(x(:,1),x(:,2)) plottar x5 mot x1. Detta kallas fasportritt, se Figur 3. O

15 2

1

F1Gur 3. Den linjériserade pendeln. Losningskurvor och fasportréitt.

Vi ska nu undersoka stabiliteten hos det linjiriserade systemet (18). Vi bérjar med den homo-
gena ekvationen, dvs fallet da Bu(t) = 0.

1.4. Homogent system. Vi betraktar ett system av linjéara differentialekvationer med konstanta
koefficienter

(24) /() = Az(t), t > 0; (0) =b.

Antag att koefficientmatrisen A #r diagonaliserbar, dvs att egenvektormatrisen P = [g1, ..., gn)
ar inverterbar, sa att P~'AP = D, D = diag{\1,...,\,}. D& utgor egenvektorerna {gi}7_, en
bas for R™ (eller C™ om g &r komplexa). Varje vektor kan da skrivas pa ett entydigt sétt som
en linjirkombination av {gi}7_,. Speciellt gor vi ansatsen x(t) = >_;_, yr(t)gr. Koefficienterna
Yk (t) bestéims genom inséttning i differentialekvationen. Om vi anviinder relationerna Agy = Argx

far vi
n

0=a'(t) = Ax(t) = > wi(Ogr — > ye®)Age = > (yi(t) — Meyi(D)) g
k=1 k=1

k=1
Identifikation av koefficienterna for g ger ett okopplat system
(26) y;(t)Z/\kyk(t), k=1,...,n,
med losningen yy,(t) = cre !, vilket ger
n
(27) l'(t) = che)"“tgk — Cle)\ltgl 4Lt Cne)\ntgn.
k=1

Koefficienterna ¢, ges av begynnelsevillkoret 2(0) = b,

n
b= Z Ck 9k
k=1

dvs ¢, &r komponenterna for vektorn b med avseende pa basen {gr}7_;.

Likheten (27) framstiller 16sningen z(¢) som en linjirkombination av egenmoder e*+‘g;. Ka-
raktéiren hos dessa bestdms av egenviardena Ag. Om vi skriver A\ = aj + iwg, ddr ai och wy ar
real- respektive imaginirdelarna av Ag, kan vi urskilja tva fall:
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Apt ait

® \p = oy ar reellt. Da dr e?+" = e“** exponentiellt viixande, exponentiellt avtagande eller
konstant beroende pa om ay > 0, o < 0 eller o, = 0.
o A\, = aj + iwy dr inte reellt (w # 0). Da ar

Art apt twit

aptt+iwgt —e e —=e

et =e ant(

cos wit + i sinwyt)

en harmonisk svingning med amplituden |e*!| = e®*! och vinkelfrekvensen wy. Ampli-
tuden &r exponentiellt vixande, exponentiellt avtagande eller konstant beroende pa om
ag >0, ag <0 eller ai = 0.
Vi kan nu dra vissa slutsatser om losningens storlek. Vi séiger att det linjériserade systemet (24)
ar
o stabilt om det géller att om b &r liten, sa dr z(t) liten for alla t > 0,
e instabilt annars.
Dessutom siiger vi att det linjiriserade systemet (24) &r
o asymptotiskt stabilt om x(t) — 0 da t — oo f6r alla begynnelseviirden b.

Kom ihag att l6sningen till det linjiriserade systemet (24) spelar rollen av approximativ storning
till det icke-linjira systemet (5), z(t) ~ AX(t), X (t) ~ X + x(t). Observera att ett asymptotiskt
stabilt system kan vara instabilt: storningen x(t) skulle kunna viixa sig stor i bérjan innan den till
slut gar mot noll, se avsnitt 1.7.

Om A ar diagonaliserbar sa kan vi dra vissa slutsatser genom att understka stabiliteten for
varje egenmod separat. Av resonemanget ovan ser vi att stabiliteten for en egenmod e*+tg, beror
pa tecknet pa realdelen Re A\ = ay.. Man kan visa att om A ej #r diagonaliserbar (dvs om A har
farre #n n linjirt oberoende egenvektorer), s& #r egenmoderna av typen pg(t)e gy, dir py &r ett
polynom. Stabiliteten av en sadan mod bestims ocksa av tecknet pa realdelen av ;. Vi formulerar
detta som en sats.

Sats 1. Det linjira systemet ' = Ax dr asymptotiskt stabilt om och endast om ReX, < 0 for alla
egenvirden Ay till A, och instabilt om Re\, > 0 for nagot egenvdirde \j.

Déremot kan man inte alltid dra slutsatsen att systemet &r stabilt om varje egenmod é&r stabil,

vilket vi strax ska se i avsnitt 1.7.

1.5. Matrisexponentialfunktionen. Om matrisen A #ir diagonaliserbar, dvs om A = PDP~1,
sa definierar vi matrisen
et = PetP P71 dir e'P = diag{e®, ... e},
Genom transformationen © = Py, b = Pc, dvergar ekvation (24) i
y'(t) = Dy(t), t >0; y(0) =c,
vilken #r identisk med (26), med 16sningen y(t) = e*Pc. Genom att transformera tillbaka far vi
z(t) = Py(t) = Pe!Pc = Pe!P P~1h = !4,
dvs
(32) z(t) = e,
vilket dr ett annat sitt att skriva (27). Matrisen e*4 kan ses som en lésningsoperator till det
homogena systemet (24). Observera att
(33) Dot = 4t = et

1.6. Symmetriskt system. Sats 1 dr ett kvalitativt resultat: i det asymptotiskt stabila fallet far
vi t ex veta att storningarna gar mot noll da t — oo, men inte hur stora de kan bli innan de dor
ut. Om A &dr symmetrisk sa kan vi &ven fa kvantitativ information. Denna kan uttryckas med hjélp
av stabilitetsfaktorn

max |[z(t)]|

0<t<T

som anger hur mycket stérningarna kan véxa (i virsta fall) pa intervallet [0, T].
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Antag alltsa att A dr symmetrisk. Enligt spektralsatsen dr Ay reella och vi kan vélja gi orto-
normerade. Vi har da

b= chgk; ek = (b, gr) = g, ||b||2 cha

k=1
n n

=Yg, a(®)? =Y (e 202
k=1 k=1

Vi ordnar egenvirdena \, < ... < A\p < ... < Ap, sd att e?? < eM?t och

n
(36) Ja(®)? = Zc2 Pt < PNEY R 2N,
k=1

dvs
()] < eMlpll, ¢>0,

med likhet om b = g¢7. Vi ser att en stérning z(¢) inte kan bli stérre #n begynnelsestérningen
z(0) = b, om A1 < 0; stabilt system. Om A\, < 0, sa avtar alla stérningar exponentiellt, da ¢t — oo;
asymptotiskt stabilt system. Om A; > 0, sa finns det storningar som véxer exponentiellt; instabilt
system.

Stabilitetsfaktorn blir

At
ogltELXTHx( i o?%XT(e 121 ae_ et om A >0,
o<t<T

S(T) = max <
(T) = max == < = I, om A <0,

Eftersom vi har likhet da b = g1, drar vi slutsatsen att

S(T) = eMT om A\ >0,
B 1, om A\ <0.

Sats 2. Om matrisen A dr symmetrisk med (de reella) egenvirdena \g, sda dr systemet ' = Ax
stabilt om och endast om alla A\, < 0, asymptotiskt stabilt om och endast om alla A\p < 0, och
instabilt om och endast om nagot A\, > 0.

1.7. Osymmetriskt system. For en symmetrisk matris dr egenvektorerna ortogonala och det
ar anledningen till att vi kunde gora den uttommande stabilitetsundersokningen i det fallet. En
osymmetrisk matris kan ha néstan parallella egenvektorer eller till och med parallella, dvs sam-
manfallande, egenvektorer. Vi ngjer oss med att undersoka féljande typiska fall:

dér a &dr ett reellt eller komplext tal och e &r ett litet positivt tal. Hér blir egenvirdes- och
egenvektormatriserna

_Ja+e 0 11 1 [t
D[O a—e}’ P[e —e}’ P 2[1 —e -
Vi ser att egenvirdena néstan sammanfaller och att egenvektorerna dr néstan parallella. Da e = 0
ar a ett dubbelt egenviirde med bara en egenvektor och matrisen A &r inte diagonaliserbar.
En enkel rikning, se (32), visar att
z(t) = b = Pe!P P~ 1p
.y e(aJre)t 4 e(afe)t e 1 e(aJre)t _ e(afe)t)

(42) -2 6(e(aJre)t _ e(afe)t) elate)t + ela—e)t

_ at | cosh(et) e !sinh(et)
¢ esinh(et)  cosh(et) ’
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dér cosh(et) = (e’ + e~), sinh(et) = Z(e’ — e~“). I Figur 4 ses resultatet av en numerisk
berdkning gjord med Matlab. (Goér denna berékning sjilv!) Systemet ér asymptotiskt stabilt en-
ligt Sats 1, eftersom bada egenviirdena dr negativa. Vi noterar att komponenten xs(t) avtar expo-
nentiellt, medan x4 (¢) forst vixer kraftigt innan det exponentiella avtagandet séitter in. Systemet
ar asymptotiskt stabilt, eftersom alla stérningar gar mot 0, men det kan knappast kallas stabilt,
eftersom storningen kan bli mycket stérre &n begynnelsestérningen.

4

.
920 100

FIGUR 4. € =0.01, a = —0.1, 2(0) = [0, 1]

Vi har nu sett att ett osymmetriskt system kan vara asymptotiskt stabilt men #nda instabilt.
Man kan visa att om matrisens egenvektorer inte dr “néstan parallella eller parallella”, sa kan man
dra slutsats om stabilitet genom att underscka varje egenmod for sig. Annars kan man bara dra
slutsats om asymptotisk stabilitet och om instabilitet.

1.8. Inhomogent system. Om Bu(t) # 0, sa ges 16sningen till (18) av

¢
(43) x(t) = etag —|—/ e(=94 Bu(s) ds,
0

dir matrisen e'4 #r losningsoperatorn till det homogena systemet (24), se 6vning 1. Om nu
det homogena systemet &r stabilt, dvs om operatorn e #r stabil, s kan man visa att termen
fot e(t=9)A Buy(s) ds ocksa ir stabil, dvs den blir liten om wu &r liten.

Exempel. Vi atervinder nu till pendeln. Jacobimatrisen for det ovre jamviktsliget ir, se (22),

med egenvirdena

o o?
A= 2 /Y e
+ 5 1 +w

Eftersom Ay > 0 och A_ < 0 drar vi slutsatsen att det 6vre jamviktsldget dr instabilt.
I det undre jamviktsldget, se (20), blir Jacobimatrisen

0 1
A=l 2
med egenvirdena
a a?
Ay = —— — —w?
S r v

Om « > 2w (stark ddmpning) far vi tva reella egenvirden Ay < 0. Om o = 2w (kritisk ddmpning)
far vi ett dubbelt reellt egenvirde Ay = —a/2 < 0 (Jacobimatrisen &r ej diagonaliserbar i detta
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fall). Om 0 < a < 2w (svag ddmpning) far vi tva komplexa egenviirden med Re Ay = —a/2 < 0.
Om « = 0 (ingen ddmpning) far vi tva imaginira egenvirden Ay = fiw med Re Ay = 0. Vi
drar slutsatsen att det nedre jamviktsliget dr asymptotiskt stabilt for a > 0. Eftersom Re A <
0 for o > 0, misstéinker vi att det nedre jamviktsldget &r stabilt. Men vi vet att man maste
vara forsiktig med den slutsatsen da systemet dr osymmetriskt. Ytterligare undersokning, t ex
numeriska experiment, visar att systemet faktiskt &r stabilt for a > 0. ([

1.9. Styva differentialekvationer. Antag for enkelhets skull att A &r symmetrisk sa att den har
reella egenvirden A\ och en ON-bas g, av egenvektorer. Vi antar dessutom att alla egenvérdena
ar negativa, sa att det linjéra systemet

(48) () = Az(t), 0<t<T; x(0) = b,

ar stabilt och asymptotiskt stabilt, se Sats 2. Med numreringen A, < --- < A; < 0 har vi
x(t) = c1eMtgr + -+ cpetitgn,

dér den sista egenmoden alltsa avtar snabbare &n den forsta. Kvoten

max | Ak
(49) w(A) = min |Ag|
kallas konditionstalet for den symmetriska matrisen A. I vart fall blir k(A) = A, /A1. Notera att
k(A) > 1. Systemet siigs vara styvt om k(A) >> 1, dvs om lésningarna innehéller bade snabba
och langsamma egenmoder. (Fér osymmetriska matriser definieras konditionstalet pa ett lite mera
komplicerat sitt.)
Den explicita Eulers metod med konstant steglingd h for approximativ losning av (48) &r

oy
SO hyj =Ayj1; Yo =0,

dvs vi har rekursionsekvationen
yj = +hA)yj-1; yo=0b.
Vi far

Matrisen B = I + hA ar symmetrisk med egenvérdena pu; = 1 + hAp och samma egenvektorer g
som A. Detta ger att

n n
Y = Z criygr;  dér b= chgk,
k=1 k=1

och vi ser att Eulers metod &r stabil om och endast om alla egenvirdena har absolutbelopp mindre
dn eller lika med 1, dvs |ug| = |1+ hAg] <1, dvs =1 <14k <1, dvs =2 < hA, < 0 for alla
M. Eftersom A, < ... < A <... < A1 <0 &r detta uppfyllt om och endast om

2 2
ST T T
[An]  max ||
dvs steglingden maste vara liten om max | Ak | fir stort. Det intressanta tidsintervallet beror a andra
sidan pa den langsammaste egenmoden: T > 1/|A;| = 1/min |\g|. Antalet tidssteg blir saledes
T _ 1max|\ 1
=Ty Imaxiul L1,
h — 2min|\g| 2
Om systemet &r styvt maste vi ta manga steg for att fa med hela forloppet: sma steg, langt
tidsintervall.
Den implicita FEulers metod &r

(50) h

R
YV hyj = Ay;; wo=b,

dvs
(I =hA)y; =yj—1; Yo =0>.
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Metoden kallas implicit eftersom detta &r ett ekvationssystem som maste l6sas i varje tidssteg.
Nar detta dr gjort har vi en rekursion

yi= (I —hA)ly1; yo=b.

Matrisen B = (I —hA)~! har egenviirdena iy = (1 —hAg) ™! och metoden ir stabil om och endast
om alla egenvirdena har absolutbelopp mindre &n eller lika med 1, dvs

-1 <1 f{for alla .

P
—1—h)
Eftersom A\ < 0 &r detta villkor uppfyllt for alla steglingder h. Den implicita Eulers metod ar
alltsa ldmpligare for styva problem #n den explicita metoden. Man kan vilja steglingden enbart
efter den énskade noggrannheten utan att ta extra hiinsyn till ett stabilitetsvillkor som i (50). I
vart exempel (48) kan man t ex ta sma steg i borjan tills de snabba moderna détt ut, sedan stora
steg under det langa intervall da de langsamma moderna pagar. Med den explicita metoden maste
man ta sma steg hela tiden for att gardera sig mot instabilitet.

Styva system av differentialekvationer upptriader ofta i kemisk reaktionsteknik dér olika delreak-
tioner i en sammansatt reaktion kan ha mycket olika reaktionshastigheter. Styva system upptriader
ocksa i samband med numerisk 16sning av partiella differentialekvationer, t ex viarmelednings-
ekvationen. Sammanfattningsvis kan séigas att man behover ta hédnsyn till styvheten nédr man
véljer numerisk metod for differentialekvationsproblem. Lampliga metoder dr ofta implicita. Mat-
lab har programmen ode23 och ode45 for icke-styva system och ode15s for styva system. Nu kan
du gora 6vning 8.

2. OVNINGAR

Svar och lsningar till vissa évningar finns i ndsta avsnitt.

Ovning 1. Bevisa (43) genom att multiplicera ekvation (18) med den integrerande faktorn e~*4

(se (33)) och integrera.

Ovning 2. Avgér om systemet z/ = Az &r stabilt nir A &r

—1001 999 -1 35

(a) {999 —1001} () 8 _04? © [—01 —14]

Ovning 3. Bestéim de stationiira 16sningarna till systemet
Xi(t) = Xa(t) (1 = X1()?),
X5(t) =2 — X1(t) X2(¢).
Linjarisera kring de stationéra l6sningarna och undersdk de linjdriserade systemens stabilitet.

C}vning 4. Mineas ekvation. Bestdm vilka stationdra losningar man kan fa for olika viarden pa
U och 6 > 0. Skriv for varje stationér 16sning ned den linjiriserade ekvationen och undersck dess
stabilitet.

X{(t) = —X1(t) — 6(Xa2(t)* + X3(t)) + U(t),
X5(t) = —Xa(t) — 0X1(t) Xa(t),
X5(t) = = X5(t) — 6.X:1 () X5(t).
Ovning 5. Bestim de stationira punkterna och avgor deras stabilitet for foljande system:
(a) X;=X1(1-Xy) (b) X| = —2(X; —10) + Xpe™
X)=Xo(1 - X)) X} = —2X5 — Xoe™

() X;=X1+X1X2+X,X2
Xo=—-X1+Xo— XoX3+ X1 X2X5
X5 =Xy + X3 — X7
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Ovning 6. Skriv féljande begynnelsevirdesproblem som ett system 2’ = Az, (0) = b genom att
inféra nya variabler 1 = u, x9 = u/. Los systemet med diagonaliseringsmetoden.

' +4u +13u =0, (ddmpad harmonisk sviingning)

u(0) =0, v/(0) = —1
Ovning 7. Los ekvationerna (21) och (23) med o = 0 och § = 0.

Ovning 8. Explicit/implicit metod, styva differentialekvationer. Skriv tva Matlab-program som
loser begynnelsevirdesproblemet &' = Az fér ¢t > 0, 2(0) = zp med explicit respektive implicit
Eulers metod och konstant steg. Provkér med matriserna

A {—1000 —999} A [—1000 —999]
—999 —999|’ —999 —998|°
Prova med olika steglingder fran A = 0.2 och mindre. Vilj sluttid sa att hela forloppet kommer
med. Hur stora steg anviinder Matlabs ode23 och ode15s? Ser du nagon skillnad mellan ode23
och ode15s néar det géller att 16sa styva problem?
Tips: Matlab-programmet cond (A) berdknar konditionstalet och diff (t) kan anvéndas for att
berékna stegen nér man kort ode23 eller ode15s.

3. SVAR OCH LOSNINGAR TILL VISSA OVNINGAR

2. (a) asymptotiskt stabilt, (b) instabilt, (c¢) asymptotiskt stabilt
3. De stationéira losningarna ges av ekvationssystemet

Xo(1-X 12 )=0

2-X1Xo=0
med tva losningar (X1, Xo2) = (1,2) och (X1, X5) = (—1, —2). Jacobimatrisen &r
[—2)‘(1)‘(2 1 —Xf]

—Xo -X1 |

Linjérisering kring (X1, X2) = (1,2) leder till det linjira systemet

o= 12 A o)

vars matris har negativa egenvéirden —4 och —1, och alltsa dr asymptotiskt stabilt. Linjérisering
kring (X7, X32) = (=1, —2) leder till systemet

SRR

b)) |2 1| |z2()]”

Egenvirdena &r —4 och 1 och systemet &r instabilt.

5. (a) (0,0) instabil, (1, 1) instabil; (b) (10,0) asymptotiskt stabil; (c) (0,0,0) och (0, —1,1) bada
instabila

6.

x(t) = c1eMtgy + coe??lgy = ol [ } + cpel 727301 {_21_ 3i] .

—24 31
. 0 ) .
Begynnelsevillkoret 2:(0) = | gra=—c= i/6, s& att

12t
_ —3e sin 3t
x(t) {%e_%sin?)t—e_%cos?»t :

7. 0(t) = Ae™! + Be ™! = Ccoswt + Dsinwt, respektive §(t) = Aev! + Be ! = C coshwt +
D sinhwt



