Matematik Chalmers
Tentamen i TMV035 Analys och linjir algebra K Kf Bt, del B, 2005-08—23

Telefon: Georgios Foufas 0702-740902 (Stig Larsson 0733 409 006)
Inga hjélpmedel. Kalkylator ej tillaten.

Uppgifterna 1-10 (totalt 20 poéng) ér korta fragor pa det grundléiggande materialet och du behover
endast ge kortfattade losningar och svar.

Pa uppgifterna 11-13 (totalt 30 poiéng) skall du ge fullstéindiga losningar. Skriv viil, motivera och
forklara vad du gor; endast vélformulerade 16sningar ger full poéing!

Betygsgranser: 3: 20-29p, 4: 30-39p, 5: 40—
Losningar anslas pa kursens hemsida efter tentamens slut. Rattningsprotokollet anslas pa kursens
hemsida och i Matematiskt Centrum.

1. Vilka steg ingar i beviset av fundamentalsatsen?
y

2. Beriikna integralen/ cos®(z) dz.
0

3. Redogor for hur man berdknar integralen i uppgift 2 med programmet my_ode fér y € [0, 5].
Ange alla detaljer: m-fil, MATLAB-kommando.

dx. For vilka t ar integralen definierad?

t
4. Berékna integralen /
0

5. Ange Taylors polynom av grad 4 for funktionen log(1 + x) i punkten Z = 0.

6. Programmet my_ode.m &r

function [t,U]l=my_ode(f,int,ua,h)
a=int(1); b=int(2);

i=1;

t(1)=a;

U(:,1)=ua;

while t(i)<b

i=i+1;

t(1)=t(i-1)+h;

U(:,1)=U(:,i-1)+h*feval (f, t(i-1), U(:,i-1));
end

U=U’;
t=t’;

Filen funk.m ar

function y=funk(t,x)

y=x;

Skriv ned alla berdkningar som programmet gor efter foljande:
>> I=[0 0.1]; h=le-1; u0=[1;0];

>> [x,U]=my_ode(’funk’,I,ul,h);

o' (t) + 3u(t) = 5,
7. Los analytiskt begynnelsevardesproblemet

Vind!



8. Los begynnelsevirdesproblemet u”(t) + 25u(t) =0, u(0) =7, v/(0) = 2.
9. L&s begynnelsevirdesproblemet

v =u(l—u), t>0,

u(0) = up.

10. Ge ett exempel vardera av foljande typer av differentialekvationer:
1. Icke-linjér.
2. Linjar homogen av forsta ordningen.
3. Linjar inhomogen av andra ordningen.

1 47 1
3.Lat A= 1|2 5 8| ochb=|1].
3 6 9 1

a) Los ekvationssystemet Ax = b.
b) Bestém en bas for virderummet R(A).

d) Beriikna det(A). Ar A singulidr? Ar kolonnerna i A linjéirt oberoende?

(
(
(c) Uttryck b som en linjér kombination av denna bas.
(
(e) Visa att R(A) &r ett linjirt underrum till R3.

12. (a) Los (analytiskt) begynnelsevirdesproblemet
v 4+ 20 +10u=0, ¢t>0,
u(0) = ug, v'(0) = u;.

(b) Visa att [u(t)] < 3|uo| + &|us| for ¢ > 0.

(c) Skissa grafen till uw da ug =1, w3 = —1.

(d) Beskriv hur man gar tillviiga for att 16sa begynnelseviirdesproblemet med hjéilp av det MATLAB-
program som du sjélv skrivit.

13. (a) Beskriv hur vi definierar (konstruerar) logaritmfunktionen log(z). Vad &r dess definitions-
méngd?

(b) Anviind definitionen for att bevisa att logaritmen ér en vixande funktion.

(c¢) Anviind definitionen for att bevisa att logaritmen #r invers funktion till exponentialfunktionen.
(d) Anvénd definitionen for att bevisa den grova uppskattningen 1 < log(4) < 2.

/stig



TMVO035 Analys och linjir algebra K Kf Bt, del B, 2005-08—23. Lo&sningar.

. 1. Vi konstruktionerar en f6ljd U™ (x) enligt algoritmen: U™ (z}) = U™(2?_) + hn f(2F_4).
. Vi visar konvergens: U"(x) &r en Cauchy-foljd med gransvirde u(z).

. Vi visar att u loser begynnelsevirdesproblemet.

=W N

. Vi visar entydighet: begynnelsevéirdesproblemet har bara en 16sning.

1
2. sin(y) — 3 sin®(y).

3. MATLAB funktionsfil:

function y=funk(t,u)
y=(cos(t))"3;

MATLAB kommando:

>> [x,U]=my_ode(’funk’, [0, 5],0,1e-2); plot(x,U)

4.
t t 3—t ..
/0 po dx = {1og(\x - 3|)]0 = log(|t — 3]) — log(| — 3|) = log (T)’ for t < 3
12 ./1?3 [L’4
5.ox— o 4L o

6. a=0,b=01,i=1, t(1)=0, U(:1) = H
test: (1) =0 < b= 0.1 sant

. 1 1
zZt@)(M,U@%{J+OJk}
test: ¢(2) = 0.1 < b= 0.1 falskt

I

—_
o -

—_
I

Nu stoppar loopen och vi har nu: ¢ = [0 0.1], U = {1 1'1}

0 O

Till sist transponeras matriserna: t = [ 0 ] , U= { 1 0}

0.1 1.1 0
. 0 1 0
Svaret blir z = [0.1] , U= L'l 0}

7. u(t) = 273t + fot e 3t=8)5ds = 2e73t — S(e3—1)

8. u(t) = Tcos(5t) + 2 sin(5t)

ug
9. u(t) = ————
u(®) ug + (1 —ug)e?

10. Icke-linjar: u’ + 3u? = 0. Linjér homogen av forsta ordningen: v’ 4+ 3u = 0. Linjér inhomogen
av andra ordningen: v + 2u’ + u = sin(¢).




1 4 7 1
11. Lat A= |2 5 8| ochb= |1].
3 6 9 1

(a) For att 16sa Ax = b omvandlar vi den utvidgade matrisen [A | b] till radreducerad trappstegs-
form med hjélp av Gauss eliminationsmetod. Vi far

o 10 -1 | —%
[A|b=0 1 2 | 3
0 0 0 | 0
Vi l6ser det ekvivalenta ekvationssystemet Az = B, dvs
1
r1 — I3 = —5
9 — L
To + 203 = 3
Variabeln z3 ar fri: x3 = s. De andra dro bundna: zo = % — 28,11 = —% + s, sa att 16sningen blir
_1 1
T = z +s5 |2
0 1

(b) Pivotkolonnerna, dvs kolonn nr 1 och 2, i A iir linjirt oberoende och en bas for R(A). D &r
kolonn nr 1 och 21 A en bas for R(A), dvs

1] 4
ay = 2 , ag = 5
3] 6

(c) For att uttrycka b = z1a; + xoag l6ser vi ekvationssystemet [aq ag]z = b, dvs

1 4] 1
2 5 [xl] =1
3 6] " |1
Rikningarna i (a) ger genast xq = f%, Ty = %, dvs
1 1 1 1 4
1 :b:x1a1+x2a2:—§ 2 +§ 5
1 3 6

(d) Réikningarna i (a) visar direkt: det(A) = c¢det(A) = 0 och att kolonnerna ir linjirt beroende.
Da ar A singulér.

(e) Antag u,v € R(A) och a, 8 € R. Da ér u = Az, v = Ay, sa att au + fv = cdx + fAy =
A(ax + By). Det betyder att au + fv € R(A). Detta visar att R(A) &r ett linjirt rum. Dessutom
har vi Az € R?, sa att R(A) C R3. Vi har visat att R(A) &r ett linjirt underrum till R3.

12. (a) Ekvationen #r (D? + 2D + 10)u = 0. Karakteristiska ekvationen #r 72 + 27 + 10 = 0 med
rotterna 1y = —1 + 3¢, ro = —1 — 3¢. Losningen blir

u(t) = e~ *(Acos(3t) + Bsin(3t)),
u'(t) = —e " (Acos(3t) + Bsin(3t)) + 3e"( — Asin(3t) + Bcos(3t)).

Begynnelsevillkoret ger

dvs A =wug, B = 3(u1 + ug). Séledes

u(t) = e " (ug cos(3t) + 1 (uo + uy) sin(3t)).



(b) Eftersom 0 < e~* <1 och |cos(3t)] <1, |sin(3t)| < 1 far vi

lu(t)] = e~ |ug cos(3t) + & (ug + u1) sin(3t)|
[uol| cos(3t)| + 3 (Juo| + |ua )| sin(3t)]
3uol + $luy|, for0<t<T.

A A

Alltsa

4 1
mase [u(t)] < 3ol + 3us .

(c) Med ug = 1, uy; = —1 far vi u(t) = e~ t cos(3t). Se Figur 1.
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FIGUR 1. u(t) = e " cos(3t) tillsammans med +e~" och cos(3t).

(d) Man skriver det som ett system av férsta ordningen: v; = u, v3 = «’ och

, o 10 1 _ |uo
v’ = Av, v(0) = vy; A_{—lO _2]’ UO_[ul]'

Sedan skriver man en m-fil kallad funk.m:

function yprime=funk(t,x)
yprime=[0 1; -10 -2]*x;

och exekverar MATLAB-kommandot
>> [t,x]=my_ode(’funk’,[0;10],[1;2],.01)
dér [0;10] anger ett tidsintervall och [1;2] &r begynnelsevirdena och .01 &r steglingden.

13. (a), (b), (c) se boken.
(d) Vi anvinder hogra respektive vinstra rektangelregeln med steget h = 1 for att approximera

4
integralen log(4) = / ' dx. Vi far
1

13 1 1 1 1 1 11
< —=-+4+-+-<logd)<l4+=-+-=—=<2.
<12 2+3+4<og()< +2+3 6<
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