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1 Naturliga tal och heltal

1.1 Uppgift 5.12

Factor the following integers into a product of prime numbers.

a) 60

Man skulle kunna séga att naturliga tal dr mer eller mindre delbara, varfor det &r pa sin plats
med en definition.

Definition 1.1 (PRIMTAL). Latp > 1,p € N. Nu sdigs p vara ett primtal savida det saknar
andra positiva delare dn 1 och p. Annars dr p sammansatt (byggs upp av primtalsfaktorer).

Exempel. De forsta primtalen dr 2,3,5,7,11,13, ..., medan det hittills storsta kéinda prim-
talet dr 225904951 _ 1 Euklides visade att det finns oéindligt manga primtal (kraftfulla datorer
hittar med tiden nya och storre).

Hiir far vi
60=2-30=2-2-15=2%.3.5.
O
b) 96
Efter faktorisering ges
96=12-48=2-2.24=22.2.12=2%.2.6=2%*.2.3=2%.3.
O
c) 112
Vi far
112=2-56=2-2-28=22.2.14=2%.2.7=2%.7.
O
d) 129

Tal vars siffersumma ér delbar med 3 ér sjélva delbara med 3 (1 +2+9 =12, % =4):
129 = 3 -43.

En bra primtalsverktyg i MATLAB é&r den inbyggda funktionen factor. Skriv help factor
i MATLAB-prompten fér att fa veta mer. |
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1.2 Uppgift 5.15

Solve the inequalities.
b) [14—=z| <6

Vi bérjar med en definition.

Definition 1.2 (ABSOLUTBELOPP). Absolutbeloppet

x, om x >0,
la] =
—x, omx <0.

z| av ett reellt tal x dr

Anmaérkning. Absolutbeloppet | - | dr en funktion som endast antar véirden storre én eller
lika med noll. P4 tallinjen betyder |z| avstandet fran punkten z till origo. Mer allmént tolkas
|z — y| som avstandet mellan punkterna x och y.

Definition 1.2 medfor att vi delar in och 16ser uppgiften i tva fall:
(i) 4—2>0, (i) 4—z<0.
I det forsta fallet antas vénsterledet (VL) vara positivt sa att
14-2z|<6 <= 14—2<6 = z>8. (1)
Nar VL i stéllet &r negativt fas
14—2z|<6 <= z-14<6 = z <20, (2)

eftersom VL da — p.g.a. absolutbeloppet — byter tecken. Kombinerar vi (1) och (2) blir
svaret 8 < x < 20. o

1.3 Uppgift 5.16

Verify that the following is true for arbitrary integers a, b and c.
d) Ja+0b| <la|+[b]

Man kan visa olikheten genom att forst konstatera att a < |a| och b < |b|. Dérmed maste
dven
a+b< |a] +|b]. (3)

Sedan &r givetvis —a < |a| samt —b < [b], sa att
—a—b=—(a+b) < l|a|+ [b]. (4)

Men ett av talen a+b eller —(a+b), dvs. VL i antingen (3) eller (4), &r lika med |a+ b| (enligt
Definition 1.2)! Alltsa géller |a + b| < |a| + |b] och beviset dr klart.
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Anmérkning. Olikheten |a + b| < |a| + |b| &r mycket kiind och kallas for triangelolikheten
(TO). O

h) fla] = Jbl] < |a 0|

Vi tar till ett trick och skriver
a=a—b+b,

och utnyttjar sedan triangelolikheten
TO
la| = |(a—b) + 0] < |a—b]+[b] = la| —[b] <]a—b]. (5)

Pa samma sétt fas att b = b — a + a och det foljer

TO .
bl = (b —a) +a| < |b—al+|a| =|a—b|+|a] = —(la| = [b]) < |a—b]. (6)

Med andra ord kan vi nu — genom samma argumentation som i d) — siga att olikheten
[la] — [b]| < |a — b| géller, ty endera av VL i (5) eller (6) ér lika med ||a| — [b]].

Notera att (x) foljer av [b—a| = |[(=1)(a —b)| = | — 1| |a — b] = |a — b| [se &ven deluppgift c)].
——

=1

Anmérkning. Olikheten ||a| — |b]| < |a — b| brukar kallas for omvinda triangelolikheten. O

ot
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2 Rationella tal

2.1 Uppgift 7.8

Compute the decimal expansions.

b) 2/13

Detta gors via ett lampligt rdkneschema for divison, t.ex. liggande stolen. Svaret borde bli
% =0.153846153846. . .,

dér vi séirskilt noterar att decimalutvecklingen dr periodisk. Enligt [AMBS, sats 7.1] dr varje
decimalexpansion av ett rationellt tal periodisk, och tvértom, varje periodisk decimalutveck-
ling motsvaras av ett rationellt tal. O

2.2 Uppgift 7.10

Find rational numbers corresponding to the decimal expansions.
b) 0.881188118811...

Vi inleder med att betrakta en summa s,, av formen

n—1

$p = a+ax+ar®+ - +az"? :Zaxk, Va,x € R.
k=0

En sadan summa, dér kvoten = mellan tva pa varandra foljande tal alltid &r densamma, kallas
geometrisk summa. Enkel rékning ger
(1—2)sp = (1 —2)(a+ax+ax?+ -+ az"1)
=(a+az+az’+ -+ az" V) — (ax + az® + az® + - - + az™)
=a—ax",
eftersom varje term i hogerledet (HL), férutom den forsta och den sista, tar ut varandra i

en s.k. teleskopsumma. Givet © # 1 (om x = 1 blir givetvis s, = an) f6ljer via division en
bekvdm l6sningsformel

a(l—a") _ (forsta termen)(1 — kvoten?ntalet termer)

Sn = 1—z 1 — kvoten
Med a =1 fas sérskilt L an
Sn =T (7)
Notera att den givna decimalutvecklingen kan skrivas som en summa av rationella tal
_ 8811 8811 8311 8811

0.881188118811... = =1,2

Tof Taos Taom T Tagme T RS
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(den forsta termen i HL motsvarar de forsta fyra decimalerna i utvecklingen, den andra de
fyra néistkommande, osv.) eller, efter faktorisering,

8811 1 1 8811
0.881188118811...7W<1+W+W+H-+W>. (8)

=Sm

Genom (7) identifierar vi summan — en geometrisk sidan med a = 1 och z = 10~% — till att

vara 4 4
1—10"*" 10 4
= = ——(1— 107%™ 9
Sm=T"10-T ~ 9999 ) ©)
Med (9) insatt i (8) fas
8811 89 o
0.881188118811... = 9999(1 10 )= 101(1 10 )

efter forkortning av braket (med en faktor 99). Alltsa maste

89 89

.881188118811... — — = ————
0-8811881188 101 101 - 104m’

dvs. att ju lingre vi fortsitter decimalexpansionen, vilket dr detsamma som att géra m stoérre
och storre, desto mindre blir differensen mellan termerna i VL (ty kvoten i HL gar samtidigt
mot noll). Matematiskt skriver vi detta

. 89
Tr}gl})c 0.8811...8811,, — o1l = 0,
dér notationen 0.8811...8811,, motsvarar en trunkering av expansionen efter m decimaler

(mer om s.k. grinsvirden kommer senare i kursen!) Det sokta rationella talet #ir med andra
ord 89/101. 0
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3 Vad ir en funktion?

3.1 Uppgift 9.2

For the function f(x) = 4x — 2 determine the range Ry given the domain Dj.
a) Djy=(-2,4]

Eftersom f &r en linjér funktion, vilket, om inte annat, inses av Figur 1, kommer dess minsta
resp. storsta virde ligga i definitionsméngdens éndpunkter, dvs. —2 och 4. Inséttning ger att
f(=2) =4(-2)—2 = —10 samt f(4) = 4-4—2 = 14, sa att virdeméngden blir Ry = (—10, 14].

Anmirkning. Mogjligen borde vi béttre argumentera att f &r en Lipschitzkontinuerlig funk-
tion utan inre extrempunkter. Mer om det senare i kursen!

Anmirkning. Ett intervall I, med dndpunkter a och b, beskrivs som dppet, halvippet eller
slutet, beroende pa om bada, den ena eller ingen av éndpunkterna tillhér intervallet. Vanliga
beteckningar ar

o I =[a,b]: alla reella tal  med a < z < b (OPPET);

o I =(a,bl: alla reella tal x med a < = < b (HALVOPPET);

e I =[a,b): alla reella tal x med a < < b (HALVOPPET);

o [ = (a,b): alla reella tal  med a < x < b (SLUTET).

I uppgiften var saviil Dy som Ry halvéppna intervall (eller halvéppna méngder).

f(x)

Figur 1: f(z) = 4z — 2 &r en linjér funktion.




