TMA 690 Partiella differentialekvationer F3, 2002-01-15, 16sningar

1. a) Se forelasningsant eller bok. ¢cGlcGl-ansatsen U(x,t) = Up—1(2)pn—1(t)+
Un(2)y (t) med Uy, (x) = Z]-Aio U,,;¢;(z) insatt i variationsformuleringen fol v'u' =
fol vf av problemet med testfunktionerna v = ¢;,i = 0, .., M, resulterar i ekva-
tionssystemet

k k
(M + §S)Un =(M - §S)Un,1 + kb,
dér k = t, —t,— ir tidssteget, U, &r nodvérdesvektorn med element Uy, ;, M &r
massmatrisen med element fol ¢i¢;, S styvhetsmatrisen med element fol o 3,

och b, ér lastvektorn med element + ft:_l fol ¢;f- Motsvarande for dGO (=
implicit Euler) tidsstegning ger

(M + kS)Up = MU,_; + kb,

u(x,1) u(o,t)

2. a) Multiplikation av —Au = f med u, integration éver 2, och partiell in-
tegration med utnyttjande av randvillkoret —3,u = ku, samt Cauchys olikhet
och olikheten ab < 1a® + 1b% ger

=ku
—~
||Vu||§2+k||u||12«:/Vu-Vu-l—/u(—@nu) :/u(—Au):/uf
Q IN Q Q
<ulle || flle £ Ca(llullr + [|Vulla) [|f]] = [lullrCal|flle + llu|loCal| fllo
1 1
< —||U||%+§||VU||?2+C%22||f||?)

Efter subtraktion av 1 ||u[|2 + 3||Vul[3 frdn bada led féljer att
k— 1 2 < 1 v 2 k— 1 2 < C2 2
(k = Dullc < lVullg + (& = H)llullr < Callflla

vilket ger att ||u|lr = 0 dd k& — oo, v.s.v.
b) Enligt tips f4s med snill funktion ¢ sadan att A¢ =1 att

2uVu

—~
||u||g:/u2A¢:/u2an¢—/ SRR
Q IN Q



1 1
< Cillullf + Colull [IVul| < Cullullf + Slullé + SC31Vulla,
dvs
llullg < 2C1[Jullf + C2IIVullg, < C3(lfullr + [[Vulle)?,
dir C? = max(2Cy, C2), C; = maxr|9,¢|, Co = maxq(2|V9|), v.s.v.

3. a) Med U uttryckt i basfunktionerna ¢;, j = 1,2,3,4,5,.. och med test-
funktion v = ¢ i variationsformuleringen av problemet erhalls sambandet
—%Ul + 2Uy — Uz — %Uz; = %hQ

-

b) Med ekv &ndrad till —Awu + (1,0) - Vu = 1 blir sambandet

1 1 h h h h 1
= Wy —Us — —Uy — — “Us — — —Us = k2
2U1+ Us — Us 2U4 3U2+3U3 6U4+6U5 2h s
och med ekv. &ndrad till =V -aVu = f med a = 1 f6r 29 < 0 och a = 2 for

23 > 0 blir det —1U; +3Us — 3U; — Uy = Lh?

4. a) 16sning till —Au = 4 i R med randvillkor u — 0 d& r = |z| = oo.

b) We 5 16sning till 4 — Au = 0i € R®, t > 0 med begynnelsevillkor

u =4 for t = 0 och randvillkor som i a).

z—y|2
) Jns #6_%1](1/) dy #r 16sning till samma problem som i b) men med

begynnelsevirdet u = v for ¢t = 0.
d) Losningen i a)
e) Losningen i d) med v =

47r\ |

1
T dvs

2

[d

1 lo—y? _ -=_1 .2
fR3 3/2 “ 47r|y\ dy = t3/247rf0 o T dr

:{ :4t}_t1/2f0 _sd8_2\/ii'

5. a) Tidsderivatan av u(z,t) = 5 fo f;t;ss Yy, s) dy ds blir

W= 3 [ f@ )y + 3 J f@ i = 58) = @ =14 5,8) (1)
=1 fle+t—s)+ flz—t+s),



dvs for t = 0 fas u(z,0) = 0.
b) Ytterligare en tidsderivering ger

1 rt
iizf(x,t)+§/ fllx+t—s,8)— fl(x—t+s,s).
0
Derivering m.a.p. = ger u'(z,t) = %f(ff(m +t—s5,8)— f(x —t+s,s) och

t
W =g [ flart-ss=fla—teas)

dvs i — v = f, vilket skulle visas.

c)

u(x,1)




