Loésningar till Tentamen 2002—06—-01.
TMA225 Differentialekvationer och Tekniska Berikningar del A, for K1 och Kf1.

1.
(a) Interpolanten mp,g dr den funktion i V}, som 6verensstimmer med ¢ i nodpunkterna:

® Thrg € Vha
e mhg(x;) = g(x;) fori =0,...,N.

(b) lg — mhgllreo,1) < 3 |A%g"||lzo(0,1) ddr B = h(z) &r mesh-funktionen fér den givna
indelningen. Bevis: Se kurslitteratur.

(©) g — mhgllz200,1) < Ci ||h?9"||12(0,1) déir C; (= Z5) &r en interpolationskonstant.

(d) Med samtliga delintervall lika 1anga blir h(z) en konstant funktion (h = +). Hogerleden
i (b) och (c) kan ddrmed skrivas:

1

_h2 n -~

3 19"l (0,1)5
respektive

Cih2 ||g"||L2(0,1)-

For att fa konvergens av andra ordningen i L*(0,1) krivs att ||g"|[ze(0,1) < co. Ef-
tersom

" — " — -1 a—2
19" 10,1y = max [g"(w)] = max |a(or—1)a*,
ar ||g"||zee(0,1) < oo for a > 2. (Samt for o = 0,1 vilket motsvarar de tva lite speciella
fallen g(z) = 1 och g(x) = z, for vilka ¢"(z) = 0 och g — m,g = 0 oberoende av h.)
For att fa konvergens av andra ordningen i L?(0, 1) krévs att ||g"|| 12(0,1) < oo. Eftersom

1 1 1
9" oy = [ o"@Pde= [ (alo= 12" do = aa=1)? [ o™ tas,

ar ||g"||c2(0,1) < 0o om 2 —4 > —1, d.v.s., for o > 3/2. (Samt for o = 0, 1. Se kommentar
ovan.)

2.

(a) Vi har alltsd en indelning 0 = zp < 3 < --- < zy = 11 N lika langa delintervall,
d.v.ss., z; = ih dir h = z; — z; 1 = 1/N. Genom att approximera integralen Gver varje
delintervall med mittpunktskvadratur fas:

! N o N+
/0 f(x)dx:Z/ f(a:)dszf(%)-h
i=1 Y Ti-1 i=1



(b) N = 1. Nodpunkter: zy = 0, z; = 1. Delintervallets langd: A = 1. Fran (a) far vi:

! 1 1 2
| s@ir s 1= =g

N = 2. Nodpunkter: zy = 0, 1 = 1/2, x5 = 1. Delintervallens ldngd: h = 1/2. Fran (a)
fas

1 1. 1 3.1 1 1 1 1 4 4\ 1 24
/0f(x)dwa(Z)-éJrf(Z)-g—1+i-§+1+%-5—<3+?) ]

N = 3. Nodpunkter: zqg = 0, ; = 1/3, o = 2/3, 3 = 1. Delintervallens ldngd: h = 1/3.
Fran (a) fas:

1 1.5 01 1 11 1 1 1

) da ~ - il 9.2 Lz - Lz
/f = ~f ) 3 f() 3+f(6) 3 1+§ 3 171 37 1483
6 2 6\ 1 L1, 99+ 77T+63 478

= + —+—— - - = — — —_ = + + 2:—_

773 711) 3 ToTh 7911 ° 693

(c) Analytisk berdkning av integralen ger:

1 1 b =1 b
/ f(:r)dx:/ (a+bzx)dx = [ax+—x2] =a+ .
0 0 2 =0 2

Mittpunktskvadratur ger:
b
1 = e
/ f(z ) a -+ 5

(d) Vid hérledning av ekvationssystemet ur vilket finita element-16sningen fis, maste man
berdkna ett antal integraler som uppkommit genom att vi variationsformulerat differenti-
alekvationen. For att berdkna dessa integraler kan kvadratur anvindas.

(e) En-punktsformel:

/ g f(x1, 22) dordzs = f(a®™) - pu(T).

Hér betecknar o™ = %ﬂ triangelns tyngdpunkt (“Center of Mass”), och u(T) =

2_ .1 3_ql
(’=a );‘(a ) triangelns area.
Tre-punktsformel:

a'?) + f(a'3) + f(a®
/ [z, 2) dz1dy = fa?) f(3 )+ /a7 (),
diir @'? = @20 13 — alid® o B = ¥+ 5 riangelsidornas mittpunkter.

2



3. (a) ggy =2 (%) =2 (z+3y}) =1 Vg= (g—g, 3—3) = (2z + vy, = + 3y?);

V- (zyVg) = V- (zy 2z +y), 2y (z +3y°)) = 55 (22°y + 2y°) + 5 (¢y + 32y°) = day +
y? + 2% + 91y

(b) f:—Au:—V-(Vu):—(%Jr%) =—(242)=—-4i

gy =—n-Vu=—(0,-1)-(2z,2-0)=0paTly;

gy = —n-Vu = —%-(23:, 2y) = —zmj;y = —Q(wj;y) ={x+2y=2pa Ty} = —% pa Ty;

gp =u(0, y) = y*> pa I's.
Se Figur 1.

n= (0, —1)

Figur 1: Problem 3(b).

4.
(a) Multiplicera differentialekvationen med en funktion v = v(x, y) s.a. v = 0 pa 052, och

integrera darefter over €
—//(Au)vda:dyz// fudzdy.
Q Q

Integrera partiellt i vinstra ledet:

—/ (n-Vu)vds +//Vu-Vvdxdy=//fvdxdy.
Joo B Q Q

TV
=0, eftersom v=0 pa 92

Variationsformuleringen blir dirmed: Finn u € V} s.a.

// Vu-Vvdxdy:// fvdzdy for alla v € V4, (1)
Q Q

dar Vj ar rummet av funktioner v = v(z, y) s.a. v = 0 pa 09, och som ar tillrackligt
reguljira for att integralerna i (1) skall existera.
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(b) Finita element-metoden &r foljande diskreta motsvarighet till (1): Finn U € Vjy s.a.

// VU - Vv dxdy :/ fvdxdy for alla v € Vj, (2)
Q Q

dar Vi dr rummet av funktioner v = v(z, y) s.a. v = 0 pa 052, och som ar kontinuerliga
och styckvis linjira pa en given triangulering (med mesh-funktion h) av €.

(c) Eftersom Vi C Vj sa giller (1) speciellt for alla funktioner v € Vjo. Genom att
subtrahera (2) fran (1) fas ddrmed:

/ V(u—U)-Vodzdy =0 for alla v € Vj. (3)
Q

1/2
(@) e = ([Jo o(r, u)*dad) /
Med Q2 = (0,1) x (0,1) och g(z, y) = zy fas:

= v (2 [ )= ([ 7). ([ 4]

31%= 1 3 y=1 1
= | — .| — = — = =
[3Lzo M 9 Iellze

y=0
(e) Galerkin-ortogonaliteten (3) medfor att:
||V(U, — U)||L2(Q) S ||V(U, - U)”LQ(Q) for alla v € VhO-

Beuwis: Se kurslitteratur.
Viljer man speciellt v = mpu € Vjg fas fran interpolationsfeluppskattning:

IV (= O)lle2) < 1V (1= mu)llz2e) < Cil|h* D*ull (o).

5.

(a) Ansétt A\i(z, y) = Az + By + C, sa fas foljande linjara ekvationssystem:
1 = /\1(N1) == C 1
0=M\(Ns)=B+C

d.v.s. Ai(z,y) =1 — § —y. Analogt kan man bestimma Ao(z, y) = § och A3(z, y) = y.
Kommentar. Man kan alternativt resonera sa hir: For Ao(z, y) vet vi att Ao(z, y) = 0
for z = 0 samt att Ay(2, 0) = 1. Funktionen Ay(z, y) = § uppfyller uppenbarligen dessa
krav, och eftersom en linjir funktion pa en triangel bestdms entydigt av sina tre nodvirden
maste detta vara det sokta uttrycket. Analogt inses att A\3(x, y) = y. Notera slutligen att
Mz, y) + Ao(z, y) + A3(z, y) = 1 eftersom detta &r en linjar funktion som ar lika med 1 i

samtliga tre noder. Ddrmed blir Ai(z, y) =1 — Ao(z, y) — A3z, y) =1 -5 — ¢!
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(b) Fran (a) berdknar vi gradienterna: VA, = (—3, —1); Vy = (3, 0); VA3 = (0, 1).
Eftersom gradienterna &r konstanta fas:

e Lle

w(Q)

dar u(Q2) = 1 &r triangelns area. Genom att berdkna VA, - VA, = 2; Vg -V =
V)\g . V)\g = 1; V/\l . V)\Q = V)\Q . V)\l = —i; V)\l . V)\g = V)\g, . V)\l = —1; V)\Q . V)\g
Vs -V =0, fas darmed

=

6. (a) Givet en mesh T och en finit element-16sning U beréknad pa denna mesh:

1. Avgdr om stopp-villkoret ar uppfyllt. Om stopp-villkoret ar uppfyllt sa ar vi fardiga,
annars ga vidare till 2.

2. Berikna residualen Ry (U) pa varje element K.

3. Vilj ut de element som skall forfinas.

4. Berdkna en ny (forfinad) mesh.

5. Berikna finita element-16sningen pa den forfinade meshen och ga tillbaka till 1.

Kommentar. Om stopp-villkoret beror pa residualen sa byter vi bara ordning pa 1. och 2.
(b) Forsta steget i Rivara-algoritmen &r att forfina samtliga trianglar som skall forfinas.
Forfining av en triangel gors genom att forbinda mittpunkten pa triangelns lingsta sida
med motstaende horn. Eftersom detta i allménhet skapar otillatna trianglar med s.k. “héng-
ande noder” maste dven dessa trianglar forfinas. Detta steg upprepas tills inga otillatna
trianglar aterstar.

(c) Forst forfinas triangel K3 genom att forbinda mittpunkten pa den lidngsta sidan (1, 0.5)
med motstaende horn (2, 1). Detta medfor att triangel K5 blir en otillaten triangel, eftersom
den far en “héngande nod” i (1, 0.5). Dérmed méaste dven K, forfinas. Den resulterande
trianguleringen (med fem trianglar och sex noder) &r ritad i Figur 2.

7T.Lat 0 =1y < t; <ty < --- <ty =T vara en indelning av tidsintervallet [0, 7] i tidssteg
med langd At, =1, —t,_1.
Forn =1,...,L: Los det linjdra ekvationssystemet

(M + At A)E™ = ME™ + At,b(t,),

for att beriikna £" ~ £(t,) givet £"L.



x

1 2

Figur 2: Den forfinade trianguleringen i Problem 6(c).



