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1 Dubbelintegral 6ver ett generellt omrade

Det program du skrev i Studio 4 for att berdkna dubbelintegraler ar ju begréan-
sat till rektanguldra omraden. For att numeriskt berdkna dubbelintegraler 6ver
mer generella omraden méste vi anvinda nagot hjalpmedel {6r att definiera om-
radet och sedan dela in det i smé bitar. Dessa sméa delomraden beh6ver forstas
inte vara rektanglar, ofta anvinds trianglar istéllet eftersom det &r ldttare att
anpassa ett triangelnit till en krékt rand.

Ett sddant verktyg kan du starta genom att skriva

>> pdetool

Matlab startar nu ett nytt fonster med PDE Toolbox. Uppe till vinster
under menyerna finns fem knappar med olika ritverktyg, tva for ratblock, tva
for ellipser och en for ett godtyckligt polygonomrade.

Som exempel kan du prova att rita omradet @ = [—1, 1] x [-0.8,0.8]. Klicka
pa rektangelikonen langst uppe till vanster (under File), placera musmarkoren
6ver [—1; —0.8], samt klicka och dra med vanster musknapp. Slépp ndr markoren
star over [1;0.8]. For att underlitta ritningen kan du markera Grid och Snap i
menyn Options. Detta lagger ut en grid, samt linjerar upp objekten du ritar med
griden. Du kan nu dela in omradet i smatrianglar genom att klicka pa ikonen
med en triangel pa (under Mesh).

For att kunna anvinda oss av trianguleringen exporterar vart nét till Matlabs
workspace genom att vélja Export Mesh... frin menyn Mesh. Klicka pa OK.
Skriv

>> whos

vid Matlab-prompten s listas alla variabler som finns definierade och deras
storlek (bade matrisstorlek och hur mycket datorminne de upptar). Om du har
lyckats bor det finnas tre matriser p, e och t som definierar nitet. Vi kommer
att anvinda oss av p och t:



p innehaller alla nodpunkters (trianglarnas hérn) koordinater pé sa sétt att
forsta kolumnen bestar av forsta nodens x och y positioner, andra kolumnen
bestar av andra nodens x och y, osv. Hur manga noder bestar ditt nit av?

t innehaller en kolumn f6r varje triangel i nitet och i den kolumnen finns
nodnummer for de tre noder som ligger i triangelns horn. (Det finns ocksd en
fjirde rad i t som vi inte beh6ver anvinda nu.) Hur manga trianglar bestar ditt
nit av?

Numreringen av trianglar och noder kan man se i toolboxen genom att markera
Show Triangel Labels respektive Show Node Labels under menyfliken Mesh.

For att rdkna ut integralen Gver omradet €2 kan vi nu l6pa igenom alla
trianglar, berdkna funktionens virde i t.ex. triangelns mittpunkt, multiplicera
med triangelns area och summera alla dessa virden. Triangelns mittpunkt och
area kan vi rdkna ut genom att vi tittar i ratt kolumn i t, plockar ut nodnumren
for hornpunkterna och gar in i dessa kolumner i p for att fa koordinatvirden for
hérnpunkter.

Uppgift 1: Utga fran mallen my_quad2DGen.m som finns pa kursens matlabsida
och skriv en funktion som ridknar ut integralen Gver ett godtyckligt omrade
beskrivet av p och t. JAmfor med nagon integral som du vet virdet pa!

2 Integralsatser i 2D

Vi skall nu pabdrja studiet av de centrala integralsatserna med start i Kapitel
67 i Applied Mathematics: Body & Soul. Den sats vi skall borja med att studera
ir Gauss’ sats i R2, vilken ocksd kallas for divergenssatsen. Eftersom Gauss’
sats i R? involverar bade en dubbelintegral och en kurvintegral borjar vi med att
betrakta dessa. Vi kommer att anvinda oss av MultiD lab s& det dr bra om du
boérjar med att repetera det vi gjorde i MultiD lab pa Studio 3.

2.1 Dubbelintegral i MultiD lab

Starta MultiD lab och definiera p& samma sitt som pa Studio 3 parameter-
omradet D = {(x, y) : 22 + y?> < 1} (enhetsskivan), genom att forst klicka pa
“curve” och ange randkurvan®! B = {(z, y) : 22 + y% = 1} = {(x(s), y(s)) =
(cos(2ms), sin(2ws)) : s € [0, 1]} (enhetscirkeln), och darefter klicka pa “do-
main”.

Ange nu u(z, y) = x/2 genom att klicka i féltet till hger om u =; skriv in
x/2 i detta filt och tryck pa “Return”. Notera att u ritas i dvre grafikfonstret.

Du kan nu berdkna dubbelintegralen [, u(x, y)drdy genom att klicka pa
“integrate”, vilket berdknar dubbelintegralen &ver D av funktionen i det dvre

IDet kan vara lite besvirligt att skriva i randkurvan, men det bér fungera om du flyttar
markdren till det falt som du ska skriva in parametriseringen, klickar i faltet och sedan skriver
direkt utan att flytta musen.



grafikfonstret. 1 detta fall blir virdet, som visas i en gul ruta under en liten
stund, lika med 0. Varfor? Notera att ocksd en indelning av D i deltrianglar
visas i grafikfonstren (p& samma sitt som vi gjorde ovan). Experimentera nu
sjalv lite grann med olika parameteromraden D och olika integrander u. Ténk
pa att du ocksd kan ange randkurvan B som ett slutet polygontag; se fotnot
pa Datorstudiodvning 2. JAmfér resultaten antingen med berdknade analytiska
virden (i de fall detta &r mdjligt) eller med resultat fran my_quad2D (om du
viljer D som en rektangel) eller my_quad2DGen.

Mata nu in u(z, y) = /2 och v(z, y) = y/2, samt klicka pa “div(u,v)”
for att berdkna och rita divergensen av vektorféltet (u, v) = (§, §). Klickar
du nu pa “integrate” sa berdknas [[, V - (u, v) dzdy. (Det ar som sagt alltid
funktionen i det 6vre grafikfonstret som integreras.) Eftersom arean av D &r 7
(enhetsskivan!) och V- (u, v) = 1 s& borde dubbelintegralen (= volymen) bli lika
med 7. Stdmmer det?

2.2 Kurvintegral i 2D

Redan pa Studio 3 berdknade vi kurvintegralen av u(zx, y) 6ver randkurvan
B genom att klicka pa “u ds™ prova att rdkna ut [, uds for fallet ovan med
u(z, y) = /2 och B enhetscirkeln. Resultatet bor bli lika med 0 eftersom [}, u ds
ar proportionellt mot medelvirdet av u 6ver B.

Som ett alternativ till att integrera u 6ver B, kan du nu klicka pé “crossflow”
s& berdknas kurvintegralen av (u, v) - n 6ver B (dér n = (ng, n,) r den utdt-
riktade enhetsnormalen pa B, d.v.s. n dr en vektor med langd 1 som &r riktad
vinkelrdtt ut fran D). Eftersom (u, v)-n ar komponenten av (u, v) vinkelrdt mot
B (positiv om vektorn (u, v) &r riktad ut ur D) &r [;(u, v) - nds ett matt pa
det totala flodet av vektorfaltet (u, v) genom B. (Ett negativt virde motsvarar
alltsa ett nettoinfléde.) Om du tittar i det nedre grafikfonstret sé ser du att (for
faltet (u, v) = (5, %)) det verkar rimligt att det blir ett nettoutflode genom B.
Stdmmer det? Vad blir virdet? Ser det bekant ut?

2.3 Gauss’ divergenssats i 2D

Du upptéckte kanske ovan att

//V uvdxdy—/(u v) - nds, (1)

for faltet (u, v) = (3, ¥). Detta &r ingen tillféllighet utan den berémda diver-
genssatsen, ocksa kallad Gauss’ sats.

Uppgift 2: Betrakta ndgra andra falt (u(x, y), v(x, y)) och forsok liksom ovan
att med “div(u,v)”, “integrate’ och “crossflow” verifiera att (1) &r uppfylld.



2.3.1 Divergens som gréinsvirde

Gauss sats’ (1) ger oss en mojlighet att fa en fysikalisk kinsla for vad diver-
gensen av ett vektorfilt modellerar: Betrakta en punkt (Z, %) € R? och lat
D. ={(z,y) : \/(x — %)% + (y — §)? < €} vara cirkelskivan med radie £ och me-
delpunkt i (Z, ). Vidare later vi B, beteckna randkurvan till D, (B, ar forstas
cirkeln med radie ¢ och medelpunkt i (z, 7)).

Enligt Gauss’ sats (1) géller nu att

/DEV'(u,v)dxdy:/s(u,v)-nds. @)

Vidare giller allmént for en Lipschitzkontinuerlig funktion g : R> — R enligt
medelvirdessatsen for integraler att

1
— // 9(z, y) dedy = g(ze, ye),
e D,

for ndgon punkt (z.,y.) € D., och ddrmed

e—0 71'52

. 1 o
lim —//D 9(x, y) drdy = g(z, ),

dar vi nyo utnyttjat att g dr Lipschitzkontinuerlig, sa att lim._o g(xc,y:) =
9(2,9).

Om vi déirmed i (2) dividerar med 72 och later ¢ — 0 fas fér g = V - (u, v)

e—0 e

V- (u,v)](z, §) = lim L/B (u, v) -nds. (3)

Lat oss nu anta att (u, v) representerar en strémning, t.ex. av en vitska. Ef-
tersom | B. (u, v) - nds ar ett matt pd nettoutfodet genom B, kan vi betrakta
divergensen av (u, v) som ett matt pa produktionen i punkten (T, §) per are-
aenhet av det strommande mediet.

Uppgift 3: Betrakta filtet (u, v) = (sin(xy), 32y + xy?). Verifiera analytiskt
att div(u, v) = V - (u, v) = ycos(xy) + 322 + 2zy. Lat (z, ) = (0.2, 0.3), for
vilka (verifiera!) div(u, v) ~ 0.5395. Forsok nu att med hjilp av (3) i MultiD
Lab approximativt berikna detta virde!

Tips: Valj ett litet €, t.ex. ¢ = 0.1. Du kan sedan definiera kurvan B, genom att
klicka pa “curve” och ange parametriseringen z(s) = 0.2 4 0.1 % cos(2  pi * )
och y(s) = 0.3 4+ 0.1 *sin(2  pi * s). Definiera u och v som vanligt (glom inte
att det skall vara “punktvisa” operationer, t.ex. u = sin(z. * y)) och berdkna
kurvintegralen i (3) genom att klicka pa “crossflow”. Dividera slutligen resultatet
med 7e?. Verkar det stimma??2

2Betrakta girna en f6ljd av avtagande ¢, t.ex. € = 0.5, 0.1, 0.01, och se ifall du far battre
och béttre approximationer.



2.4 Stokes’ sats 1 2D

Precis som Gauss’ sats kopplar divergensen i ett omridde med normalflédet Gver
randen, finns det ett samband mellan rotationen och tangentflodet 1angs randen,

//DVX (u, v)dscdy:/B(u, V) - tds, (@)

for faltet (u, v). Har ar ¢ den positivt orienterade enhetstangentvektorn, d.v.s. ¢
ar en vektor med ldngden 1 som pekar langs med B och &r riktad sa att om du
promenerar i tangentvektorns riktning har du omradet D till vinster om dig.
Man kallar kurvintegralen [, (u, v) -t ds for cirkulationen av vektorfaltet (u,v)
léngs kurvan B.

Uppgift 4: Verifiera i MultiD Lab sambandet (4) for vektorfaltet med u(x,y) =
—y/2ochv(z,y) = /2 och t.ex. D som enhetsskivan (D = {(z,y) : /2% + y?) <
1}).

Tips: For att berdkna cirkulationen klickar du pa “work”® i MultiD Lab.

2.4.1 Rotationen som grinsvirde

Pa samma sétt som vi tidigare betraktade divergensen som ett gransviarde nir vi
14t D, vara en cirkelskiva med radien ¢ — 0 kan vi géra motsvarande betraktelse
fér rotationen. Stokes’ sats ger da

1
T, y) =lim — -tds.
O AR )
Om (u,v) fortfarande representerar en stromning ger rotationen ett méatt pé
“virveltendensen”, eller “produktion av virvlar”, av faltet (u,v) i punkten (T, 7).

Uppgift 5: Betrakta filtet (u, v) = (sin(xy), 322y + xy?). Verifiera analytiskt
att rot(u, v) = V x (u, v) = 62y + y*> — wcos(xy). Lat (z, y) = (0.2, 0.3), for
vilka (verifiera!) rot(u, v) ~ 0.2504. Foérsok nu att med hjélp av (5) i MultiD
Lab approximativt berdkna detta virde!

2.5 Introduktion till rotationsfria falt

Falt som inte ger upphov till cirkulation nagonstans, d.v.s. V x (u,v) = 0
overallt, har lite speciella egenskaper. De kan namligen alltid representeras som
gradienten av en potential.

Betrakta faltet f(z,y) = (u(z,y),v(z,y)) dar

_ —(y —0.6)
W@y = 00 T (g — 0.6)2
z—04
v 9) = o T (= 0.6

3Namnet kommer av att om vi betraktar (u,v) som ett kraftfilt s& ger kurvintegralen
arbetet som filtet utrdttar pa en partikel som ror sig lings B.



Uppgift 6: Berikna analytisk rotationen av detta filt. Ar det rotationsfritt?

Uppgift 7: Testa nu, m.h.a MultiD Lab, att rdkna ut cirkulationen av f(z,y)
langs cirkeln med radie 0.5 och med centrum i origo. Vad blir resultatet?

Uppgift 8: Prova att istéllet rdkna ut integralen ldngs cirkeln med radie 1 och
fortfarande centrum i origo. Far du samma resultat? Vad ar skillnaden i dessa

tva exempel?



