Matematik Chalmers

Tentamen i TMV035+TMA196 Analys och linjir algebra K Kf Bt, del B, 2004-04—-17

Telefon: Alexander Herbertsson 0739 779268 (Stig Larsson 0733 409 006)
Inga hjédlpmedel. Kalkylator ej tillaten.

Uppgifterna 1-10 (totalt 20 poéng) &r korta fragor pa det grundliggande materialet och du behéver
endast ge kortfattade 16sningar och svar. For godként kridvs minst 16 poéng fran denna avdelning.

Pa uppgifterna 11-13 (totalt 30 podng) skall du ge fullstéindiga 16sningar. Skriv vil, motivera och
forklara vad du gor; endast vélformulerade 16sningar ger full poéng]!

Betygsgranser: 3: 20-29p, 4: 30-39p, 5: 40—
Losningar anslas pa kursens hemsida efter tentamens slut. Rattningsprotokollet anslas pa kursens
hemsida och i Matematiskt Centrum.

1. Formulera fundamentalsatsen.

2. Skriv ned ett exempel som &r ldmpligt for att testa programmet my_ode. Ange alla detaljer:
l6sningsformel, MATLAB-kommando, graf, med mera.

3. Beriikna integralen / t? cos(t) dt.
0

2
4. Berékna integralen / ze ™ dz.
0

5. Ange Taylors polynom av grad 3 for funktionen log(1 4 z) i punkten Z = 0.

6. Programmet my_ode.m &r skrivet enligt f6ljande specifikation:

function [t,U]l=my_ode(f,int,ua,h)
% my_ode - solves initial value problem u’=f(t,u), a<t<b; u(a)=ua.
%  Syntax: [t,U]=my_ode(f,int,ua,h)

%  Arguments: f - string containing the name of a function file
% int - 1x2 matrix specifying a time interval int=[a,b]
% ua - dx1 matrix specifying an initial value

% h - positive number, the stepsize

% Returns: t - nxl matrix containg the time points with t(1)=a

% U - nxd matrix containing the approximate solution

Filen funk.m innehaller:

function y=funk(t,x)
A=[0 1;1 0];
y=A*x;
Vilka vérden har x och U efter foljande:
>> f=funk’, I=[0 0.1]; h=le-1; u0=[1;0];
>> [x,U]l=my_ode(f,I,u0,h);
o' (t) + au(t) = b,
7. Los analytiskt begynnelsevirdesproblemet (a, b &r en konstanter) )
u = UQ.-

Vind!



8. Los begynnelseviirdesproblemet u” (t) — k?u(t) = 0, u(0) = ug, u'(0) = uy.
u/(t) = —4u(t)?,
9. L&s begynnelsevérdesproblemet
u(0) = up.

10. Vilj en passande beteckning till var och en av dessa ekvationer. Anvénd f6ljande beteckningar:
Icke-linjar. Linjar homogen. Linjdr inhomogen.

L +3u?=0 2.4/ +3u=0 3.u+3u=5 4. v +2u +u=sin(t) 5 v’ +uu' +2u=0

1 4 7 1
11.Lat A= |2 5 8| ochb= |1].
3 6 9 1
a) Los ekvationssystemet Az = b.

(

(b
(c
(
(

~ ~—

Bestdm en bas for virderummet R(A).

~

Uttryck b som en linjdr kombination av denna bas.
d) Beriikna det(A). Ar A singuldir? Ar kolonnerna i A linjért oberoende?
e) Visa att R(A) &r ett linjirt underrum till R3.

~—

12. (a) Los differentialekvationen u” — u’ — 2u = cos(t).
(b) Skriv ovanstaende differentialekvation som ett system av tva differentialekvationer av forsta
ordningen.
13. Betrakta begynnelsevirdesproblemet
u” 4+ 4u =0,

(1) _ 10) =
u(0) = ug, u'(0) = u;.
(a) Visa att om u 16ser (1) sa géller

1 1

5 (W' () + 4u(t)?) = 3 (uf + 4ud).

(b) Entydighet. Anvénd resultatet i 13a for att visa att (1) har hogst en 1osning. Varfor dr det
viktigt att veta att 16sningen &r unik?

(c) Uttryck l6sningen till (1) med hjélp av speciella funktioner (sasom log, exp, sin, cos, ...). Det
vill sdga: 16s problemet analytiskt.

(d) Hur léser man (1) med my_ode?
(e) Hur definieras funktionen arcsin? Ange dess definitionsméngd och rita dess graf.

/stig



TMVO035+TMA196 Analys och linjir algebra K Kf Bt, del B, 2004-04-17.
Loésningar.

1. Se boken.
2.

v (r) = cu(x), € la,b]
@ u(a) = uq
Losningsformel:
(3) u(x) = uq exp(c(z — a))

MATLAB funktionsfil:
function y=funkl(x,u)
c=2;
y=c*u;

MATLAB kommando:

>> a=1, b=2, ua=3

>> [x,U]l=my_ode(’funkl’, [a, b],ua,le-2); plot(x,U)

3. (22 —2)sinz + 2z cos .

4. f02 ze " do = {t =22, dt = 2xda:} = %fgl e tdt=1(1-e").

ZEZ I3
5. 33‘—74'?

6. x=[0; 0.1], U=[1 0; 1 0.1]
7. u(t) = uge™ % + f(f e =bds = uge™ + 2(1 —e79) = (ug — 2)et + &

8. u(t) = ug cosh(kt) + 4L sinh(kt)

10. 1. icke-linjar. 2. linjar homogen. 3. linjar inhomogen. 4. linjar inhomogen. 5. icke-
linjér.




11. Lat A=

W N =

4 7
5 8| och b=
6 9

— =

(a) For att 16sa Az = b omvandlar vi den utvidgade matrisen [A | b] till radreducerad trappstegs-
form med hjilp av Gauss eliminationsmetod. Vi far

1 1
2 |

3
0 0

Vi l6ser det ekvivalenta ekvationssystemet Az = 5, dvs

r1 — I3 = —g
1
To + 2w3 = 3
Variabeln z3 ar fri: 3 = s. De andra dro bundna: o = % —2s, 11 = —% + s, sa att 16sningen blir
1
—= 1
T = i +s5 |2
= 3
0 1

(b) Pivotkolonnerna, dvs kolonn nr 1 och 2, i A ér linjéirt oberoende och en bas for R(A). Da ér
kolonn nr 1 och 21 A en bas for R(A), dvs

S
=
Il
W DN =
Q
)
Il
O O

Rikningarna i (a) ger genast #1 = —3, x5 = 3, dvs
1 1 1 1 4
1 :b:xlal—&—wgag:—g 2 Jrg 5
1 3 6

(d) Réikningarna i (a) visar direkt: det(A) = cdet(A) = 0 och att kolonnerna ir linjért beroende.
Da ar A singulér.

(e) Antag u,v € R(A) och a,8 € R. Da ér u = Az, v = Ay, sa att au + fv = adzx + fAy =
A(azx + By). Det betyder att au + v € R(A). Detta visar att R(A) dr ett linjdrt rum. Dessutom
har vi Az € R?, s att R(A) C R3. Vi har visat att R(A) #r ett linjiart underrum till R3.

12. (a) v’ — /' — 2u = cos(t). Ansats: u,(t) = Acos(t) + Bsin(t) u(t) = up(t) + up(t) =
cre”! + cpe — 3 cos(t) — 5 sin(t).

(v
i = o 2] L)+ oo

2



13. (a) Multiplicera ekvationen med u' sa fas

%% () +4u®) =u/"v' + 4w/ =0
sa att ) ) )
3 (W' (£)* + 4u(t)?) = 3 (u'(0)* + 4u(0)?) = i(uf + 4ug).
(b) Om det finns tva lésningar u och v, dvs

v’ 4+ 4u =0, v +4v =0,
u(0) = ug, u'(0) = uq, v(0) = ug, v'(0) = uy,
sa uppfyller skillnaden w = v — v begynnelsevirdesproblemet
w” + 4w = 0,
w(0) =0, w'(0) =.
Resultatet i (a) ger da
(w'(t)? + dw(t)?) = %(w% +wg) =0,
dvs w(t) = 0 och dérmed u(t) = v(t), dvs 16sningen dr unik. Det dr viktigt att veta att 16sningen
ar unik, for det betyder att alla konstruktioner av 16sning ger samma resultat.

N =

(c) Losningen kan uttryckas
1
u(t) = ug cos(2t) + Fu sin(2t).
(d) Man skriver en fil funk.m som innehaller:

function y=funk(t,x)
A=[0 1;-4 0];
y=A*x;

Sedan skriver man

>> u0=0; ul=1;
>> [t,u]l=my_ode(’funk’, [0, 10], [uO;ul], .01); plot(t,uw)

(e) Se boken.

/stig



