Matematik Chalmers
Tentamen i TMV040 Tillampad matematik K, 2005-01-13 f M

Telefon: Karin Kraft 0739-779268
Inga hjilpmedel. Kalkylator ej tillaten. Tabell for Laplacetransform fran kompendiet finns pa
baksidan av detta blad.

Betygsgranser: 20-29 poédng 3, 30-39 poéng 4, 40-50 poéng 5.

1. (10 p) Funktionen f dr periodisk med period 27 och f(t) = sin(¢) for 0 <t <, f(t) = 0 for
—m <t < 0. Rita dess graf och bestiam dess Fourierserie.
Tips: 2sin(a) cos(8) = sin(a — B) + sin(a + 3), 2sin(a) sin(B) = cos(a — ) — cos(a + B).
2. (10 p) Betrakta egenvérdesproblemet

X"(z)=XX(z), 0<z<1l; X(0)=0, X'(1)=0.
a) Visa att egenfunktioner som hor till olika egenvérden dr ortogonala.
(b) Los egenviirdesproblemet.
3. (15 p) Betrakta begynnelseviirdesproblemet

u’(t) — 9u(t) =0

L u(0) = ug, u'(0) = uy.
a) Los (1) med hjéilp av metoden med karakteristisk ekvation.
(b) Los (1) med hjilp av metoden med Laplacetransform.
(c)
(d)
(e) Diskutera systemets stabilitet.

Skriv (1) som ett system av ODE av férsta ordningen.
Beskriv hur man 16ser detta system med hjialp av Matlab.

4. (15 p) Tankreaktorn. (a) Visa att massbalansekvationen

dc
V% =q(cy —c) — keV
kan transformeras till dimensionslds form
dX

Bestiim X (s) da U = 0. Bestéim X (s) da U = U #r konstant. Visa att 1osningen i detta fall gar
mot ett stationdrt tillstand, X (s) — X dd s — co. Bestdm X. Vad betyder detta fysikaliskt? Hur
ska U viljas for att X ska bli 0.57
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TMV040 Tillimpad matematik K, 2005-01-13 f M. L&sningar.

2m
T=2m Q=—=1
M, T
2 [T/ 1 (" 1 [T
ap, = —/ f(t) cos(nt) dt = — f(t) cos(nt) dt = —/ sin(t) cos(nt) dt
T —T/2 T™ )7 ™ Jo
1 [T . 1 cos((1—mn)t) cos((1+n)t)]"™
_ 27r/0 (sm((l n)t) + sin(1 +n)t)) dt = > [ — el
_ 1 Jeos((n—1)t) cos((n+ 1)) o 1 feos((n—1)m) =1 cos((n+1)m)—1
S 27 n—1 n+1 0 2m n—1 n+1
_Jo for n = 2k + 1 (udda),
%7(%“;(1%71) for n = 2k (jamnt),

2
speciellt: ag = —.
™

T/ T T
by = 2 / * t)sinmn di = 2 [ ey sinot) de = / sin(t) sin(nt) di
—T ™ Jo

T J 12 ™
1T 1 [sin((n—1)t) sin((n+1)t)]"
- (cos((n = 1)t) = cos(n +1)t)) dt = o { " )
=0 forn>1,
o [T/ 1 1 ("
by = —/ f(t)sin(Qt) dt = — f( ) sin(t) dt = —/ sin(t) sin(t) dt
T ) 1/ 7T TJo
1 f7 1 sin(2t)1" 1
- 1— cos(2 L P _—
L[y 0]
1 > .
ft) = 5610 + nz:l (an cos nflt + b,, sin th)
1 2 cos(2kt)

:E+_Sln _?; % + 1 2k—1)

2. (a) Se boken.
() A =—=((2n+1)%)%, Xp(2) =sin((2n+1)F2), n=0,1,2,...

3. (a) Den karakteristiska ekvationen &r 72 — 9 = 0 med rotterna r; = —3, ro = 3. Den allmiinna

16sningen blir
u(t) = Ae 3" + Be3t
u'(t) = —3Ae™" 4 3Be3".
Begynnelsevillkoren ger
(0)= A+ B,
'(0) = —3A + 3B,



dvs A= £(3up —w1), B = £(3up + u1). Alltsa:
1 1 1
u(t) = E(Buo —uy)e 3t 4 6(3u0 +up)e3’ = ug cosh(3t) + 3 sinh(3t).
(b) Laplacetransformering ger
s2U(s) — sug — uy —9U(s) =0

vilket leder till
supt+ui  Sup+up

Vo) =25 “G736-9

Partialbraksuppdelning
sug + uq A B A(s—3)+ B(s+3)

G43)(5-3) 543 5-3  (5+3)(5-3)
Identifiering av koefficienter ger A = % (3ug — u1), B = (3ug + u1) sa att
1 1 1
U(s) = —(3up — 23
(s) = G Buo =) g + g Buo +u) T3

Inverstransformering
1 1
u(t) = 6(3u0 —up)e 3t 4 E(Buo +uy)edt

(¢) Med 21 = u, 9 = ' far vi
) =u' = z9,

xh = u" = 9u = 91,

-8 JE

(d) Man skriver en m-fil kallad funk.m:

dvs, pa matrisform,

function xprime=funk(t,x)
xprime=[0 1; 9 0]*x;

sedan exekverar man matlabkommandona

>> u0=1; ul=2; x0=[u0; ull; T=5;
>> [t,x]=o0de45(’funk’, [0;T],x0);

(e) Det linjéira systemet har egenvirdena —3 och 3, dvs ett dr negativt. Det betyder att systemet
ar instabilt.

4. Ekvationen divideras med gfcs. Med 7 = V/qy far vi

d _
T—(i) S c—iTk
dt cyr

ar Cf cr
Med de dimensionslésa variablerna
s=t/r, X(s)= LD ps) = LT,
Cr ar
far vi
d dX
© oy pd(eyoix
cf dt \cy ds
Detta leder till
dX

2



Med U = 0 far vi X(s) = Xgexp(—k7s). Med U = U far vi

X(s) = Xgexp(— (kT +U)s) + Ul — eka(T——(fg‘i‘ U)s) .

Da s — oo far vi o
X = —.
kr+U
Alternativt har vi att stationdra punkter ges av
0=—(ktX+0U)+U.

Vi 16ser ut styrvariabeln (med X = 0.5)
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