TMAG681 Tillimpad matematik K (inskrivna 2000 och tidigare), 2004—08—25 f M

Telefon: Karin Kraft, Fredrik Bengzon 0739-779268, 0762-186654 (Stig Larsson 0733-409 006)
Hjilpmedel: Beta och Physics Handbook. Kalkylator ej tillaten.

Betygsgranser: 20-29 poédng 3, 30-39 poéng 4, 40-50 poéng 5.

1. (10 p) Funktionen f dr periodisk med period 27 och f(t) = sin(¢) for 0 <t <, f(t) = 0 for
—m <t <0. Rita dess graf och bestam dess Fourierserie.
Tips: 2sin(a) cos(B) = sin(a — B) + sin(a + 3), 2sin(a) sin(B) = cos(a — ) — cos(a + B).
2. (10 p) Katalysatorn. (a) Los randvéirdesproblemet

—'(x) = —¢%c(x), O0<z <1,

d0)=0, (1) +v(c(l)—1) =0,
dér ¢, v ar konstanter.
(b) Beriikna kvantiteten n = fol c(z) dz.
(c) Ange en kemiteknisk tolkning av differentialekvationen, randvillkoren och kvantiteten 7.
(d) Vilka vérden pa konstanten v kan férekomma (t ex v < 0, v =0, v > 0, v = 00)? Varfor?
(e) Vad blir  da v = 0? Hur varierar 1) da v okar? (Minskar, 6kar, annat? Bevisa!) Ar detta rimligt
med tanke pa den kemitekniska tolkningen?
3. (15 p) Betrakta begynnelsevirdesproblemet
u” (t) — 9u(t) =0

) u(0) = ug, u'(0) = uy.
a) Los (1) med hjéilp av metoden med karakteristisk ekvation.
(b) Skriv (1) som ett system av ODE av forsta ordningen.

(c

)

) Los detta system med egenvektormetoden.

(d) Beskriv hur man l6ser detta system med hjilp av Matlab.
)

(e) Diskutera systemets stabilitet.

4. (15 p) Tankreaktorn. (a) Visa att massbalansekvationen

d
Vd_g =q(cy —c) — kcV
kan transformeras till dimensionslds form
dX

Bestiim X (s) da U = 0. Bestéim X (s) da U = U #r konstant. Visa att 1osningen i detta fall gar
mot ett stationért tillstand, X (s) — X dd s — oo. Bestdm X. Vad betyder detta fysikaliskt? Hur
ska U viljas for att X ska bli 0.57
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2. (a) Allménna lésningen blir
c(x) = Acosh(¢x) + B sinh(¢x)
med derivatan
d(z) = A¢sinh(¢z) + Be cosh(¢x).
Randvillkoren ger
0=c(0)= B¢, saattB=0,
0=c(1)+v(c(1) — 1) = A¢sinh(¢) + v(Acosh(¢) — 1)

sa att
v

- ¢ sinh(¢) + v cosh(¢)
1




och
v cosh(¢x)

o(z) = ¢sinh(p) + v cosh(¢)

1 y 1
n= /0 c(z)dx = G smh(d) 1 cosh(9) /0 cosh(¢z) dzx
_ v sinh(¢) _ tanh(¢) v
¢sinh(¢) + vcosh(¢) ¢ ¢  Ptanh(g) + v

(c) Differentialekvationen dr matematisk modell {6r reaktion och diffusion i en porés katalysator-
pellet vid isoterma och stationéra forhallanden och “platt” geometri. Ekvationen &r skriven pa
dimensionslos form. Det forsta randvillkoret betyder att 16sningen &r en jamn funktion. Det andra
randvillkoret beskriver flodet genom randen. v dr en dimensionslos genomgangskoefficient. n &r
effektivitetsfaktorn.

3. (a) Den karakteristiska ekvationen &r 72 — 9 = 0 med rotterna r; = —3, ro = 3. Den allmiinna
16sningen blir

u(t) = Ae 3" + Be3!

u'(t) = —3Ae™" 4 3Be3t.
Begynnelsevillkoren ger

ug = u(0) = A+ B,

up =u'(0) = —-34+ 3B,

dvs A = $(3uo —u1), B = §(3ug + uy). Alltsa:

1 1 1
u(t) = E(Buo —up)e 3t 4 E(?)uo + u1)e3 = ug cosh(3t) + Fu1 sinh(3t).

(b) Med 1 = u, o = ' far vi
) =u' = z9,

"
Ty =u" = 9u =9z,

zy| _ |0 1]

CC/2 9 0] |z2]
(¢) Matrisen har egenviirdena A\; = —3, A2 = 3 och egenvektorer g; = [_13} g2 = [il))] . Losningen
blir

dvs, pa matrisform,

3

o] = s =a[ 4]+ ]3],

(Bug + uq). Alltsa:

z(t) = AeM'gy + BeM'gy = Ae { 13} Bet [1] i
Begynnelsevillkoret ger
dvs A= $(3uo—u1), B=¢
— U(t) _ 1 —3t 1 1 3t 1
z(t) = |:u/(t)] = 6(311,0 —uy)e _3 + 6(3’LLO +up)e Nk

(d) Man skriver en m-fil kallad funk.m:



function xprime=funk(t,x)
xprime=[0 1; 9 0]*x;

sedan exekverar man matlabkommandona

>> u0=1; ul=2; x0=[u0; ull; T=5;
>> [t,x]=o0de45(’funk’, [0;T],x0);

(e) Det linjéira systemet har egenvirdena —3 och 3, dvs ett dr negativt. Det betyder att systemet
ar instabilt.

4. Ekvationen divideras med gfcs. Med 7 = V/qy far vi
d _
( c ) I R

T—(— ) =
dt \cy qr cf cy
Med de dimensionslésa variablerna
s=t/r, X(s)= LTy = L)
cr ar
far vi
d dX
© oy pd(eyoix
cf dt \cy ds
Detta leder till
dX

Med U = 0 far vi X(s) = Xgexp(—k7s). Med U = U far vi

X(s) = Xgexp(—(kT +U)s) + Ul - expk(;—(fo]-i- U)S).

Da s — oo far vi _
- U
X = —.
kr+U
Alternativt har vi att stationéra punkter ges av
0=—(krX+0U)+U.

Vi 16ser ut styrvariabeln (med X = 0.5)
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