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1. (10 p) Funktionen f är periodisk med period 2π och f(t) = sin(t) för 0 ≤ t ≤ π, f(t) = 0 för
−π ≤ t ≤ 0. Rita dess graf och bestäm dess Fourierserie.
Tips: 2 sin(α) cos(β) = sin(α− β) + sin(α + β), 2 sin(α) sin(β) = cos(α− β)− cos(α + β).

2. (10 p) Betrakta egenvärdesproblemet

X ′′(x) = λX(x), 0 < x < 1; X(0) = 0, X ′(1) = 0.

(a) Visa att egenfunktioner som hör till olika egenvärden är ortogonala.
(b) Lös egenvärdesproblemet.

3. (15 p) Betrakta begynnelsevärdesproblemet

(1)
u′′(t)− 9u(t) = 0
u(0) = u0, u′(0) = u1.

(a) Lös (1) med hjälp av metoden med karakteristisk ekvation.
(b) Skriv (1) som ett system av ODE av första ordningen.
(c) Lös detta system med egenvektormetoden.
(d) Beskriv hur man löser detta system med hjälp av Matlab.
(e) Diskutera systemets stabilitet.

4. (15 p) Tankreaktorn. Balansekvationerna för massa V c [mol] och värmeenergi ρcpV T [J] för
en tankreaktor är

(2)

d

dt
(V c) = q(cf − c)− V ck0 exp(−E/(RT )),

d

dt
(ρcpV T ) = ρcpq(Tf − T ) + (−∆H)V ck0 exp(−E/(RT ))− κA(T − TK).

(a) Inför nya variabler X1 = c/cf , X2 = T/Tf , U1 = q/qf , U2 = TK/Tf , där cf , Tf , qf är (lämpligt
valda) konstanter. Visa hur systemet (2) kan skrivas p̊a dimensionslös form

dX1

ds
= U1(1−X1)−X1f(X2),

dX2

ds
= U1(1−X2) + αX1f(X2)− β(X2 − U2),

där f(X2) = δ exp(γ − γ/X2), γ = E/(RTf ). Vad blir d̊a α, β, δ?
(b) Antag att man har bestämt α, γ och δ till 0.3, 30, respektive 0.1. Bestäm styrvariablerna Ū1

och Ū2 s̊a att systemet f̊ar en stationär lösning vid X̄1 = 0.5 och X̄2 = 1.
(c) Linjärisera systemet kring den stationära lösningen i (b). För vilka värden p̊a β är den sta-
tionära lösningen stabil? Vad betyder detta fysikaliskt?
Tips: räkna approximativt i (b) och (c). Obs att f(1) = 0.1 och f ′(1) = 3, αf(1) = 0.03 ≈ 0. Dvs
sätt 0 i nedre vänstra hörnet av Jacobimatrisen.

/stig


