Svar o 16sningar till Blandade problem Tillimpad Matematik Kb2 ht-00

1. (Karolin special (R))
&) = [ fwyee s -
/oo f(z) cos(éx) dx — z/_o:o f(z)sin(éx) dz = /oo f(z) cos(éx) dx

— o0 — o0

ty f ar jamn.

/ e~ cos(Ex) da 2/ e v/ ﬂswdfv— \/ me €12,
0

For £ =1 fas
T

a2 ./
/0 e "/ cos(z) dr = 5o

3. f udda gor att vi kan utveckla f i en sinusserie

=Y bysin(nz).
n=1

Parsevals sats ger
1 g )2
— dr = b2.
| 1i@) Z

Detta tillsammans med forutsidttningarna i uppglften ger

1= " @) dr =2 38,
0 2: 7

vilket ger att

n=1 " ™
Derivering ger nu
f'(z) = > nby, cos(nz).
n=1
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Parsevals sats igen ger
|17 de =7 Zn >33 H=1
Likhet intriffar endast da b, = 0 for n > 2. Da b; = (/2/7 intriffas saledes
likhet for valet
f(z) =4/2/msin(x).

4. b) Fourierkoefficienterna ges av

1 272
a,():—/ xQd:r:%;

T
1 4(—1)"
an:—/ z? cosnxdr = ( 2) , n>0;
mwJ—7 n
1 5.
bn:—/ r°sinnzdx =0, n > 0;
™J-m
Vi far
,n_ o
f(z ZE Z COSNI.

¢) T =m ger
2

VL ==x? och HL—§+4Z

n= 1

vilket ger att

i 1 _7T2
n:1n2_ 6

5. Period T' = 4, vinkelfrekvens w = 27/T = 7 /2. f(t) ar jimn s b, = 0.
For n > 1 géller

a, = /01(1 — 1) CoS(n%t) dt = [part. int.] = (nfr)Q 1- cos(n;))

%:Ah—oﬁ:—

(1 — cos(™))

f W22—2

Vidare har vi

Detta ger
cos(n—ﬂt)
5 t)-



Valet t = 0 ger

1 4 (1—-cos(™) 1 43 1
1= = — M N2 - _
1(0) 4_'_7r2n§1 n? 4+7r227;)(2n+1)2
Saledes fas
Parsevals sats ger
1 16 & (1 — cos(%E))?
—2 (1 —t dt = —2.
/ 2 7r4 Z
Saledes fas
i 1 _ m
“(2n+ 1)t 96
6. (f * f')(¢) har Fouriertransform f(£)i€f(€). Plancherels formel ger
[T i mwra= o [T j©iieria= o [ e

Vi far L oo L oo )
21 F 4 _ = 2(¢3 —4 —
— [ lfeld = [TeE@+1de = o

7. a) Upprepad partiell integration ger

hw) = | T 5 ()e g = (i) / T S(2)e g = (iw)".

b)
+o0 /2
=1 [ r@e e < [T 1@l = [T 1-de=.
—0oQ —7/2
8. Variabelseparation
XII TI
u(e,f) = X(@)T(0) = X'T = hXT' = - Tk — konstant.

Standardargumentation ger nu ekvationerna

2
X"+ XX =0 och T’+%T:O.



Allmén 16sning till X-ekvationen:
X(z) = Acos Az + Bsin Az.

Anviandning av randdata ger icke-triviala egenfunktioner

Xp(x) = Ay cosnmz /L.
Pa samma sétt fas

T, (t) — " 7r2t/L2k

Allmén 16sning:

A | & —n?r2t/L%k

u(z,t) = - + ) Age cosnmx /L.
n=1

Initialdata ger

_ A

5 + Y A,cosnmz/L, 0<z <L,

n=1

som &r en Fourierserieutveckling av x pa 0 < z < L med Fourierkoefficienter
A,. Dvs

9 L
A, = —/ xcosnnx/L.
L Jo
Integration ger
Ay =L och A, =2L[(-1)"—1]/n*7* n > 0.

Varvid

L 4L

2 e=Cn=0’ Tk ¢og (20 — 1)z /L.

e

n—l

Om vi later t — oo ger e—(2n=1)"nt/L%k>

s snabba avtagande att
u(z,t) — L/2.

dvs den stationdra temperaturférdelningen i traden.



9. Ansitt u(z,y) = X(x)Y (y). Det ger ekvationen

X"Y + XY" +20XY =0,

vilket ger

XII YII )\

— =——-20= ).

X Y
Vi l6ser pa standardsétt egenviardesproblemet for X med homogena randda-
ta. Det ger egenvirdena )\, = —(n7)? med egenfunktioner

Xn(z) =sin(nmzx), n > 1.

Inséttning i Y’s ekvation Y” = —(20+X)Y ger tva fall. For n =1 &r —(20+))
negativ och vi far ekvationen

Y= —6Y1, B =V20— 7
med 16sning

Yy = By sin(f1y)
Foér n > 2 ar —(20 + \) positiv och vi far ekvationen

V) = ﬂlen, Bn =4/ (nm)? — 20
med 16sning
Y, = B, sinh(6,y)
Vi ansatter darmed

u(z,y) = i X (2)Y,(y) = By sin(nzx) sin(fry) + i B, sin(nmz) sinh(8,y).

n=2

Aterstar att bestimma Fourierkoefficienterna Y;, till det fullstéindiga ortogo-
nalsystemet {X,(z)} s& att u(x,1) = 2° — 2. Vi bestimmer férst normerings-

faktorn ) ) .
M, = / X2%(z)dx = / sin?(nmx)ds = 3"
0 0

Fourierkoefficienterna fas som

(1) —1

Y,(1) = Min /01(332 — )X, (z)dx = 2/01(332 — z) sin(nrz)dr = 4 ()
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Saledes fas

Vi) = Busin(f) = >
och fér n > 2
Y, (1) = B, sinh(8,) = 4(_(17370; !

10. Inhomogen ekvation sa vi sitter

u(z,y) = v(z,y) + 5(z)

Vi l6ser forst
S"(z) ==z, S'(0)=0, S(1)=
och far
3 —1

S(w) =

Kvar att 16sa har vi ekvationen
Ugg + Uy =0, 1,(0,9) =0, v(l,y) = ye 19,
Fouriertransformering i y-led ger

43w

Ve (7, w) — W?B(7,w) =0, 9,(0,w) =0, (l,w)= T
w

Alllmén 16sning

U(z,w) = A(w) cosh(zw) + B(w) sinh(zw).

Data ger
02(0,w) = 0 = B(w) = 0.
4i
i(l,w) = —ﬁ = A(w) cosh(w).

Fouriers inversionsformel ger nu

eYdw =

o(, ) = 1 /00 (4iwcosh(xw)

o 1+ w?)2 cosh(w)

)dw.

4 / w cosh(zw) cosh(yw
(14 w?)?cosh(w)
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Summering av S och v ger nu u.

11. Fouriertransformering i x-led ger ODE’n

g (w, t) + wi(w, t) — i(w,t) = 0, a(w,0) = f(w) C ™.

Allmén 16sning

Vi har
~ 1 iw w
flw) = vl 5%
Saledes
1w w? 2
i(w,t) = /mei™ 3 T WL

Efter kvadratkomplettering tex kan man transformera tillbaka

1
el . (4z—1)2

e’ T16t+4
VAt +1

u(z,t) =

2



