Deltentamen 2002-04-25
TMA225: Differentialekvationer och tekniska berikningar, del A, fér K1/Kfl1.
Losningar.

Problem 1.
(a) Hatt-funktionerna ¢; € V}, definieras av:

1, i=j, . .
QOZ(‘/E]):{O’ Z?é_], Z?]:OaaN

De ar N + 1 stycken. Eftersom hatt-funktionerna utgoér en bas for Vj, ar dimensionen av
Vi, ocksa lika med N + 1. (Dimensionen ar per definition lika med antalet basvektorer.)

(b)
15/83:_()0 = 3:1;, OS z §1/3a
pi(2) = ko7 = 2-3z,  1/3< @ <2/3,
0, 2/3< z <1.
Se Figur 1.
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Figur 1: Problem 1(b). Plot av ¢;.

(c) Ur figuren ses att v(0) =2, v(1/3) =1, v(2/3) =4 och v(1) = 3. Dirmed fas

v(z) =v(0) po(z) +v(1/3) p1(x) + v(2/3) p2(z) + v(1) s(z)
=20o(7) + ¢1(2) + 4 p2(2) + 3 p3(2).



Problem 2.
(a) Interpolanten 7,g av g dr den kontinuerliga, styckvis linjira funktion som antar samma
virden som g i noderna, d.v.s.:

® Trg € Vh,
o mg(e) = g(@), i=0,...,N.

Darmed kan 7, g skrivas:

h9(x) = Thg(@0) Yo(x) + - - + Thg(2N) @n(T)
= g(wo) po(z) + -+ -+ g(zn) o ()

mhg(z) = 9(0) o(z) + g(1/3) p1(z) + 9(2/3) p2() + g(1) p3(z)
1

= 5010 + 50a() + 95(2)

Se Figur 2.
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Figur 2: Problem 2(b). Plot av g (-..) och m,g9 (—).

(©) [Vl Loy := maxaer [v(z)]
(d) llg = Thgllew < 3 11P29" |Lo(r), ddr h = h(z) &r mesh-funktionen for indelningen av
intervallet I i delintervall.



Problem 3.
(a) L2-projektionen P,g € Vj av g, dr den ortogonala projektionen av g pa Vj, m.a.p.
L?-skaldrprodukten, och definieras alltsa av:

1 1
/ Prg(z)v(z)dr = / g(x)v(xz)dz for alla v € V. (1)
0 0
(b) Eftersom {(;}>_, ér en bas for Vj, sa ér (1) ekvivalent med:

/0 Prg(x) pi(x) dx = /0 g9(z) pi(x)dz fori=0,1,2,3. (2)

Inséttning av ansatsen Png(z) = 23:0 & pi(x) i(2) ger:

3

>4 [ e et o= [ o) a@de fori=01,23 3)

J=0

~” ~”

mij bi

Pa matrisform kan (3) skrivas:

Moo ™MMo1 Mo2 M3 &o bo
Mip M1 M1z T3 &1 _ by
Mgy Mo1 Mgz M3 &2 by
mgp MmM31 Mgz Mg33 &3 bs

Det aterstar att berdkna elementen m;; i massmatrisen. Eftersom

wo(z) =

1/3—z
s = 1-3g, 0< = <1/3,
0, 1/3< z <1,

fas med h = 1/3:

1 h 2 _ —
— _ _z _|x_ . _ =0+ y=0,
moo—/o goo(x)goo(x)d:v—/o (1 h) dr = [h—y, dz = hdy; c=hoy=1

y=1

:h/ol(1—y)2dy:h[—@] = h/3.

y=0

Av symmetriskal blir ocksd mg3 = h/3 och my; = mgy = 2h/3. Eftersom ¢;(z) = 3z for
0 <z < 1/3 enligt Problem 1(b) fas vidare med h = 1/3:

1 h
m10=/s00(x)901(fc)d96=/ (1—£)£dm=[f=y; dr = hdy; =5
0 0

h) h h t=hey=1.
- LN o
=h | (A-yydy=h|T -5 =h/6
0 y=0



Av symmetriskil blir ocksd mg; = ma; = My = mgy = Moz = h/6. Ovriga matriselement
blir lika med 0 eftersom i dessa fall ¢; och ¢; aldrig ar skilda fran 0 samtidigt.

(c)

! 1/3 . "
b0=/0(:c+1)soo(a:)d:c:/o (HUmdx:f1(0)+4f16(6)+f(3)é

3z 2—-3x

1 1/3 2/3
51:/0(“1)@1(3;)@:/0 (x+1)<’,?f(?)dx+/l (z+1) or(2) de

S—— 3 S—
fa(=) / f3(2)
_ f2(0) +412(3) + f2(3) 1 () +4f(5) + f3(3) 1
6 3 6 3
1, 4 4 1
_1 0+4-g-§+§-1.1+§ 1+4-3-5+3-0 1
6 3 6 3
I+2 243 11 13 24 4
= + =+ ==
18 18 594 54 54 9
Problem 4.
(a) Integrera tva ganger:
u'(z) = —2° — 1
4
u'(z) = —% -2+ C
A
U(.’E) = —% - 3"‘01.’174—02

Utnyttja randvillkoren for att bestimma integrationskonstanterna:

0=u(0) =C, = C2=0
1 1 11
Alltsa fas:
(z) = x> x? N 11z
=790 7 2 T

(b) Givet en indelning 0 = 2o < 21 < -+ < zx = 1 av intervallet I = [0, 1] i N stycken
delintervall med mesh-funktion h = h(z):



Finn U € V) s.a.

/1 U'(z)v'(z) dz = /1 f(z)v(z)dz for alla v € Vi,
0 0

dar Vjo dr vektorrummet av styckvis linjara, kontinuerliga funktioner v = v(z) s.a. v(0) =
v(1) = 0.

Kommentar: Eftersom g och ¢ inte ingar i basen for Vo dr dimensionen av Vjq lika med
N —1.

(©) Iollzay = (Jy v(@)? dz)
(d) |lu" = U'||z20,1) < ||u" = v'||L2(0,1) for alla v € V.

Viljes speciellt v = m,u fas fran interpolationsfeluppskattning:

1/2

' = Ul a0,y < 1 = (mae) o1y < Ci "0,
Kommentar: Eftersom i detta fall —u"” = f sa ar ||hu"||z20,1) = ||Af||£2(0,1) och ddrmed

v = U'llz20,1) < CillhfllL2(0,1)



