Losningar till Deltentamen 2002-09-25
TMAZ225: Differentialekvationer och tekniska berdkningar, del A, for Kb2.

Problem 1. (a) Se Figur 1.
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Figur 1: Problem 1(a). Plot av ¢q, @1, @2 och ¢3.

(b) Det analytiska uttrycket for basfunktionen ¢, &r

5% = 3, 0< z <1/3,
pi(2) = Th = 3—6z, 1/3< @ <1/2,

0, 1/2< z <1.

Se ocksa Figur 1.
(c) En funktion v € V}, kan skrivas pa formen

N
v(@) =3 cjp;(x) med¢; €R, forj=0,...,N.
=0

(d) Basen i V}? ar
N—1
{oi(@)}-r -

Problem 2. (a) Interpolanten 7,9 € V}, av g dr den kontinuerliga, styckvis linjira funk-
tion som antar samma viarden som ¢ i noderna, d.v.s.:
® TG € Vh,

o mg(z) = glws), i=0,...,N.



Darmed kan 7, g skrivas:

mhg(z) = g(x0) po(x) +--- + g(an) on(z)
N
= g(z;)e;().
j=0
(b) Med
9(r) =z(x - 1),
sd har vi
mhg(z) = g(0) o(z) + g(1/3) p1(z) + g(1/2) a(z) + g(1) p3(z)
2 01(2) + = a(a)
= —1(z) + = p2(z).
9 ¥1 1 Y2
Se Figur 2.
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Figur 2: Problem 2(b). Plot av g, m,g (streckad) och g — m,g (fet).

(c) Max normen &r definierad av |[v||..(5) := maxger [v(x)| och vi har ||z(z — 1)||1. ) =

maxges [z(x — 1) = 1/4.

(d) (g = mh9) | Loy < C ||hG"||Loo (1), dér h = h(z) &r mesh-funktionen fér indelningen av
intervallet I i delintervall och C &r en konstant som &r oberoende av h och g.

Problem 3.

1 1
/ Pug(x)v(z) dx = / g(@)v(z)dz for allav € V).
0 0

(a) L*-projektionen P,g € V¥ av g, ir definierad av:



Eftersom {1, po} dr en bas for V0 sa dr (1) ekvivalent med:

/0 Prg(x) pi(x) dz = /o 9(x) pi(x)dz fori=1,2.

Inséittning av ansatsen Png(z) = Z?Zl & pi(x)i(2) ger:
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Berdkning av elementen i massmatrisen ger

141
et
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Av symmetriskil har vi by = by =: b vilket ger

P4 matrisform kan (3) skrivas:

Inverterar vi matrisen M far vi

Si=8&=—.
Det aterstar att berdkna b = b; = by. Vi har
h 2h
by = / z(1 —z)xz/hdz +/ z(1 —z)(2h — z)/hdz,
0 h

med h = 1/3. For den forsta integralen

g B o K LR R
1— = | — — — =
/Ox( x)x/hdx [3h 4h]0

och for den andra

/:hxa — 2)(2h —2)/hdz = /:hx(l — 2)2dz — /:ha:(l — o)z /hdz,

dar
2h

2h 213 14R% 13
1 - 2 d = 2 _— = 3h2 —_ e
/h z(1—1z)2dx [a: 3 ]h 2 T

/lgoj(a:)gpi(a:)d:v /lg(w)goi(:v)d:c fori=1,2



och

L3 4 108

2h 3 472h 2 3
T T Th 15h 13
1-— hdr = | — — — = — —
/h z(1 —z)x/hdx {3h 4h}

Summering av bidragen ger

1 13 13 11

b__ R —

36 81 108 18%9

Insdttning av b i (5) ger
18 11 11
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Resultatet illustreras i Figur 3.
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Figur 3: Problem 3(a). Plot av g och Pg.

(b) Teoriuppgift, se féreldsningsanteckningar.
(c) Definitionen av L?-normen &r: ||w||z2(ny = (/; dex)l/Q. Med w = z° och I = [0,1] far

vi
1

1 11
5((2 _ 10q._ |¥ _ 1
||.T ||L2(I) —A X d.T = [H:|O = ﬁ

Vilket ger [|2°||z2() = 1/V/11.



Problem 4. Vi betraktar problemet

— (A4 2)u) +zu = f, (6)
u(0) = 2u'(1) = 0. (7)

(a) Funktionen u(z) = z(1 — z)? uppfyller randvillkoren (7) ty:

(b) Vi beriiknar f(x) genom att sitta in u(z) = z(1 —x)? i viinsterledet pa ekvationen (6).
Vi har
u'(z)=1-22+2>+2x—2%)=1—-12"
(1+2)(1—-2?)) =1 —2*) + (1 +2)(—22) = (1 +2)(1 — 32)

och inséttning i (6) ger att

—(1+2)(1-32)+2z(1—2)*=—(1 -2z — 32%) + z(1 — 27 + 2?)
=—(1-27—32%) +2—22*+2°
=—1+3z+2°+2°
= f(z)

(c) For att implementera randvillkoret u(0) = 0 sétter vi 7(0) = oo (i praktiken ett stort
tal) och gp = 01 ekvation (4), gy kan vi hir sétta till ett litet tal, vilket som helst, typiskt

noll.
For att fa u/(1) = 0, later vi y(1) = 0 och gy = 0 i ekvation (5), gp kan vi sétta till
vad som helst.

Problem 5. Bakat Euler for den skaléra ordnira differential ekvationen ges av

UO = Uo,
Ur — Un—l
kr,
Léser vi nu ut U” i termer av U™ ! far vi formeln
UO = Uy,

U™ = (1 + kpa(ty)) '(kab(t,) + U™ 1Y), n=1,2,....



Nu dr U% = 1,k, = 1/2,a(t,) = 1 +t,,b(t,) = 1, och T = t, och uppgiften ér att rikna ut
U?. Insittning ger

U =1,
Ut =1+ (1+t,)/2)7 " (1/2+U0"Y), n=1,2,...,

och efter lite rikningar U = 6/7 och U? = 19/28.



