Analys o 3D Linjar algeora
- -

Lektion 16



-

.

Har betraktat vektorer av typen

dvs ordnade triplar av typen a = (a1, as, a3) resp

reella tal a;.

3D Linjar algebra

(1.2, —4.5, 3.2),

2.1
5.0
1.7

etc

ai
a2

as

av

.—p.2/53



-

3D Linjar algebra

Punkt-vektor dualismen

En ordnad tripel av typen a = (a1, a2, ag) kan t.ex.
representera en punkts position i det 3-dimensionella
rummet R3, dar a;, ag och az &r punktens koordinater i ett
givet koordinat-system bestaende av tre (oberoende)
koordinatriktningar, som t.ex. vast-0st, soder-norr, ner-upp,
representerade av tre koordinataxlar motsvarande den
reella tallinjen med ett gemensamt origo, se figur.

I3 .

(ala az, as) :
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3D Linjar algebra
-

En sadan tripel kan ocksa tankas representera samma
punkts “lage relativt origo”, och beskrivs da med fordel av
en pil utgaende fran origo med utstrackning a1, as resp as |
de tre koodinatriktningarna. Vi noterar att en sadan pil eller
vektor har sin spets | punkten a = (a; as, as).

| tillampningar representerar punkter position och vektorer

forskjutningar (relativiagen), hastigheter, accelerationer och
Krafter.
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3D Linjar algebra
-

Skalning och addition av vektorer:

Vektorer/pilar kan (till skillnad fran punkter) pa ett naturligt
satt “skalas”, dvs multipliceras med skalarer, dvs tal:

Aa = )\(al, as, CL3) — ()\ala )\CLQ, )\&3)7
och adderas:

a-+b= (al, as, CL3) -+ (bl, ba, bg) = (CL1 + b1, ag + bo, ag + bg).
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3D Linjar algebra

5a

Som vanligt skriver vi (—1) b som —b och a + (—1)b som a — b.

Vektorn 0 = (0, 0, 0) kallas nollvektorn. Notera de tva olika
“typerna’” av nollor har!
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3D Linjar algebra
beIjande raknelagar kan nu verifieras:
® a+b=>b+a dvsadditionen kommutativ
® (a+b)+c=a+(b+c) ochassociativ

® (s+t)a=sa+taochs(a+b)=sa+ sb distributiva
lagarna

® (st)a=s(ta), la=a, 0a=0
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3D Linjar algebra
-

En vektor s norm, dvs Euclidiska langd

Langden |a| av en vektor a = (a1, as, a3) ges enligt
Pythagoras av |a|> = a? + a3 + 2.

_a= (a1, az, as)

D? = d* + a3
d* = a3 + a3

L1

LI Matlab: length(a) ger 3, norm(a) ger |a|. J
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3D Linjar algebra

o N

Vektorer kan aven beskrivas med hjalp av s.k. (rymd)polara
koordinaterna r, 8 och ¢ (se figur) som

Polar framst alining av vektorer:

a = (rsin(¢) cos(d), rsin(¢) sin(f), r cos(¢)),

dar alltsa r = |al.
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3D Linjar algebra

Vi noterar speciellt att ﬁ a (= ﬁ) ger en vektor med samma

riktning som a, dvs parallell med a, men normaliserad, dvs
med langd = 1.
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3D Linjar algebra
-

Bas

Vektorerna e; = (1, 0, 0), e = (0, 1, 0) och e3 = (0, 0, 1)
utgor (tills.) en bas for vektorerna i rummet, dvs varje vektor
a = (a1, az, ag) kan skrivas som en linjarkombination av ey,
eo 0Ch e3 som

ai el + ag es + ases,

ty (ala a2, &3) — ai (17 07 O) + a2 (07 17 O) + as (07 07 1) —
a1 el + as e + ag es.
L3

|
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3D Linjar algebra

o N

Skalar produkt:

Har tidigare definierat “skalning” av en vektor genom
multiplikation med ett (reellt) tal A, och (i Matlab) har vi stott
pa komponentvis multiplikation av vektorer betecknad

a.x b= (a1 b1, a2 ba, as bsg). Vi skall nu definiera en ny typ av
produkt av tva vektorer dar resultatet ar skalart, dvs ett tal,
kallad skalara produkten av a och b, och definerad som

a-b= (CL1, a9, ag) . (bl, ba, bg) = a1 b1 + a9 by + a3 bs.

o |
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3D Linjar algebra
- -

Har tidigare sett att signifikativt for denna produkt ar att
vektorerna a och b ar ortogonala, dvs vinkelrata mot
varandra, om och endastoma - b = 0.

Mera allmant galler:
a-b=la||b| cos(6),

dar 0 ar vinkeln mellan a och b.

%V
a

o |
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3D Linjar algebra

o N

Skalarprodukt och langd:
Noterar speciellt att ¢ - a = |a |a| = |a|?, dvs |a| = (a - a)'/?,

dvs det finns en naturlig koppling mellan skalarprodukt och
langd.
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3D Linjar algebra

o N

Projektion av en vektor b pa en vektor a:

En vektor b’'s komponent i riktning « kallas projektionen av b
pa a, betecknas P,(b), och definieras

|
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3D Linjar algebra
-

Motivet for denna konstruktion ar bl.a. att man vill kunna
dela upp en vektor b | en komponent ¢ parallell med a och
en komponent d ortogonal mot a, sa att b = ¢ + d. Klart att
det har racker att bestamma c eftersom d sedan bestams av
d = b — c. Komponenten ¢ parallell med a ges av
projektionen P,(b).

o |
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3D Linjar algebra

o N

Formeln for ¢ = P,(b) motiveras av att P,(b) skall vara
parallel med a, dvs

P,(b) = Aa

for nagot tal A\, och att d = b — P,(b) skall vara ortogonal mot
a, dvs (b— \a)-a=0som juger

_bea

A ,

dvs

o |
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3D Linjar algebra
-

Vektorpr odukt av vektorer:

Denna produkt av 3d-vektorer a = (a1, a2, ag) och
b = (b1, bo, b3) defineras da

a X b= (a1, ag, ag) X (b1, bz, b3)
= (a2 b3 — az ba, ag by — a1 b3, a; by — az by).

Vi noterar att | specialfallet med vektorer “i planet”, dvs med
ag = b3 = 0 reduceras denna produkt till

CLXb:(O, 0, albg—agbl),

vilket vi tidigare tillatit oss att “forkorta” till

L aXb:ale—agbl. J
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3D Linjar algebra
- -

Vilka egenskaper har da denna nya produkt?

Jo, a x b &r ortogonal mot saval « som b:

(a2 b3 —ag ba, agby — a1 b3, a1 by —azb1) - (a1, az, az) = 0.

\ A J/
~ ~~

axb a

Analogtara x b-b = 0.
Vektorerna a, b och a x b bildar ett hogersystem.

Noterar ocksa att a x b = —b x a, dvs kryssprodukten ar
antikommutativ!

o |
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3D Linjar algebra
-

saval a’s langd som b's langd, dvs |a x b| = k |a] |b].

Mera precist galler att

la x b|* = |( , azby — a1 b3, a1 by — az by)|?
= aibi + a3 b5 + a3 05 + azby + ..
af2 |b?
— ((a1b1)® + (a2 b2)® + (a3 b3)* + +)
(a-b)?

= la|* [b — Pu(b)|* = (|al bl sin(6))?,

Ldér 6 ar vilkeln mellan a och b, dvs |a x b| ar arean av
parallellogrammen som spanns upp av a och b.

Vidare klart att langden av vektorn a x b ar proportionell mot

-

|

.~ p.20/53



3D Linjar algebra
-

Rata linjens ekvation:

Ekvationen x = = + sa, s € R representerar en rat linje
genom punkten z parallell med a:

r=2I+ Ssa

o |
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3D Linjar algebra

o N

Planets ekvation:

Ekvationen x = & + s1 a1 + s2 a9, s; € R representerar ett
plan genom punkten z ortogonalt mot aq x as:

o |
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3D Linjar algebra

Planets ekvation:

Vi noterar att planets ekvation aven kan skrivas
n-(x—2z)=0,dvsn-x=ddard=n- z.

Exempel: Planet genom punkten (1, 1, —1) med normal
n = (2, 1, —3) kan skrivas

(2, 1, —3) . (561, X9, 5133) m— (2, 1, —3) . (1, 1, —1),

dvs
211+ 219 — 313 =0.

|
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3D Linjar algebra
-

Ett plan givet pa formen z = £ + s1 a1 + s2 as kan forstas latt
skrivas pa formel n - (z — 2) = 0 eller n - z = d genom att ta
n = a1 X as. Omvant kan ett plan givet pa formen

n- (x — %) = 0 skrivas om pa formen z = & + s1 a1 + s as
genom att ta a; som godtycklig vektor ortogonal mot n och
sedan ta as som n x aq, t.ex

Exempel: (2, 1, —=3) - (x1, z2, x3) = (2, 1, =3) - (1, 1, —1) kan
S———— N ~~ 7 Ne—

n T n T
skrivas som z =2 + sy a1 + sgae med z = (1, 1, —1),
a1 = (1, =2, 0) och
ax=nxa = (2,1, =3)x (1,1, =1) = (2, -1, 1).

Planets ekvation:

o |
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3D Linjar algebra

B B

Skarning linje - plan:

Skarningspunkten mellan en linje x = 2 + sa och ett givet
plan bestams foérstas genom insattning i ekvationerna for

_ //

- N
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3D Linjar algebra
-

Exempel: Linjen

1 L2 L3

r=(1,2,3)4+s(4,56)=(1+4s,2+55 3+6s)

skar planet 21 + z9 — 323 = 6 | punkten motsvarande
s = —11/5, ty bestams av
2(1+4s)+(2+5s) —3(3+6s) =6.

o |
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3D Linjar algebra
- -

Skarning mellan tva plan ger en rat linje:

Exempel: Planen xz; + 2z + 323 = 5 och

3x1 — 2w9 + 5xg = 7 skar varandra langs linjen
r=(3,1,0)+s(1, 2,3) x (3, —2, 5), dar punkten

i = (3, 1, 0) pa linjen erhallits genom att séka losning till de
tva planens ekvationer med z3 = 0, och linjens
riktningsvektor a erhallits genom att “kryssmultiplicera” de

Ltvé planens normaler. J
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3D Linjar algebra

fVi noterar att en linje darfor aven kan ges som ett system T
av ekvationer motsvarande tva plan. Tva sadana
plan-ekvationer kan erhallas t.ex. genom att eliminera
parametern s i z = & + sa som foljer:

(1, z2, z3) = (1, 2, 3) + s (4, 5, 6) kan skrivas t.ex. som

(x1—1)/4 = (z2 —2)/5
(5132 —2)/4 — (.5133 —3)/6

motsvarande tva plan.

o |
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3D Linjar algebra
-

Avst andet mellan tva punkter:

Avstandet d mellan punkterna x = (z1, x2, x3) och
T = (21, T2, Z3) ges enligt Pythagoras av

d2 = (xl — §31)2 -+ (5132 — 52‘2)2 -+ (333 — :2‘3)2.

o |
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3D Linjar algebra

o N

Avstandet fran en punkt btill en given linje x = 2 + s a:

Soker forst s sadan att £ 4+ s a — b ar ortogonal mot a. Detta
ger s = (b— %) - a/|al? varefter avstandet latt kan
bestammas.

Finns ocksa en avstandsformel som bygger pa
Kryssprodukt:

\— d:|(b—:%)><a\ J
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3D Linjar algebra
A -

Avstandet fran en punkt btill ett plan n - (z — ) = 0:

Foljer normalriktningen = fran b till planet, dvs bestammer s
sa att b + sn ligger i planet. Sedan fas avstandet latt.
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3D Linjar algebra
-

Avstandet mellan tva givna linjer x = 2 +saochz =2z +tb
ges av att kortaste strackan mellan de tva linjerna skall

vara ortogonal mot bade a och b. Detta bestammer s och ¢,
varefter avstandet kan beréaknas.

Avst andet linje-linje: T

Exempel: ..

o |
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3D Linjar algebra
-

Projektion p& ett plans normal: Ett elegantare satt att berakna
avstandet fran en given punkt b till ett plan genom £ med
normal n, ar att helt enkelt projicera vektorn b — & pa
planets normal n, dvs berakna

(b—2)n
nf?

Pn(b_f):

och dess belopp | P, (b — )| som ger det sOkta avstandet.

0 1 figuren)

|
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3D Linjar algebra
.

Projektionen av en vektor b pa ett plan n-z = 0: ges av (se figur)

b— Ppo(b).

Klart att denna ortogonal mot r», dvs ligger i planet, ty
n-(b— P,(b)) :n-b—n-(%n) = 0.

Vidare ar b — (b — P, (b)) = P,(b) Ju ortogonal mot planet, dVSJ
b — P,(b) ar den angivna projektionen.
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3D Linjar algebra

fAlternativt maste projektionen av b pa ett plan genom origoT
forstas ges av sy a1 + s9 as fOr nagot s; och so. FOr att

b — (s1 a1 + s2ag) skall bli ortogonal mot saval a; som as
maste galla:

(b—(s1a1+s2a2))-a1 =0
(b—(s1a1+ s2a32))-a; =0,

dvs
2 =b
a]s1t+azai s =0-ay
a1a281+a%<92:b-a2,

vilket ger s; och s9, och darmed projektionen. Noterar att |
Lspeoialfallet a1 och ay ortonormerade galler s; = b - a;.

|
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3D Linjar algebra

o N

En punkts spegelbild I ett plan:

Spegelbilden av en punkt b i ett givet plann - x = 0 kan nu
beraknas enligt (se figur)

Sh—p_22
n|?

- - -
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3D Linjar algebra

o N

Infallande ljus (?) med riktning b reflekteras i planet n - x = 0
| riktning (se figur)

En strales reflektion i ett plan:
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3D Linjar algebra
-

Linj &ra ekvationssystem:

n

E Ay 5 — bz', 1= 1, ey 1T,
j=1

skrivs pa kompakt form som Az = b med

a1 a2 .. Qlp T1 b1

L2
A= 1| a; a2 .. Qinp |, T= : ; och b= b;
Aml Am2 Amn L, bm,
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3D Linjar algebra

o N

Geometrisk tolkning: m plan i n-dimensionellt z-rum:




3D Linjar algebra
- -

Noterar att

1| as1 | + T2 | age | +x3 | aog

| asp | | az2 | | as3 |
Canzy | [ apze | [ aszz | | D Q15T ]
= | ao1x1 | + | agoxo | + | aos3xs | = Zj a2,
Cazwy | | azere | | assws | | D;as;w;
a11 a1 a1z | | @1 ] by
= | a21 a2 a93 ro | = | b2 |,
a3 a3z azz | | w3 | | b3 |
dvs Az = b betyder att b ar en (linjar)kombination av
kolonnerna i A. J
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Matris-v ektor multiplikation

o N

Exempel:
9 3| |z '2'+ 3] |6
= T — ;
4 5| | o b4 | 5 7
med 16sning 21 = —-2 och 3 = ...

Ekvationssystemet har [6sning om b ingar i A’s “kolonnrum”.
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3D Linjar algebra

o N

Geometrisk tolkning: A har tva 3-dimensionella kolonner a;
och as.

b

by ingar i A’'s kolonnrum, b9 gor det inte.

o |
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3D Linjar algebra
-

a1 och as “spanner upp” en parallellogram med “volym”
(area) skild fran noll, och darmed ett helt plan! Sager att a;
och as ar oberoende och bildar en bas for vektorerna |
planet.

bas “=" oberoende och spanner upp

as och a4 daremot ar beroende, spanner (endast) upp en
parallellogram med volym = 0, och darmed inte hela pIanet!J
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3D Linjar algebra

o N

Analogt spanner tre 3-dimensionella vektorer a1, as och as
upp en parallellogram med volym

a1 X ag - a3 = |CL1 X CL2| |a3| COS(@)
N e ——

basarea hdgjd

o |
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Matrisalgebra

Volymen av den parallellogram som kolonnerna
a;, 1 = 1,..,n 1 en kvadratisk matris A spanner upp, raknad
med tecken, kallas matrisens determinant och betecknas

detA :
A =

ai1
a21

a12
a22

detA = a1 a22 — a12 a1 -

Erinrar oss att detta ger volymen (arean)
[—as1; a11] - [a12; ase] = ai - az av parallellogrammen:

-
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Matrisalgebra

Analogt:
ail ai2 ai3
A= | as1 aoy a3 = detAd =
| a31 a3 asg
a2 423 a1 a23 a1 a22
a1 det — a1 det + a3 det
az2 as3 a3l ass azr a32

Noterar att

(a21a32 — as1a9:, asz1ai2 — a11a32, a11a22 — a21012) - (@13, azs, ass)

\ - S N\ J/

- e

. — p.46/53
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FOr determinanter galler vidare

9
K

9

Matrisalgebra

-

detA = detA!
om tva kolonner byter plats byter determinanten tecken

om tva kolonner ar lika (eller parallella) ar determinaten
=0

om en kolonn skalas skalas determinaten lika mycket

tva rad/kolonnekvivalenta matriser har samma
determinant

|
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Matrisalgebra

-

Matrisalg ebra:

b1;
bgj
a;1 a2 .. Qi . . e — . Zk:l Ak Ok 5
A B AB

Observera: | allmanhet galler att AB # BA.
Daremot galler A(B+ C) = AB+ AC och (AB)C = A(BC).

o |
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Matrisalgebra

Gauss eliminationsmetod:
Om A kvadratisk och detA +# 0:
A|b] ~[I]z] (x= A\b I matlab)

dar I betecknar en “enhetsmatrisen”, med ettor pa
diagonalen och nollor for Gvrigt.
Noterar att

TZ'-ZEZbZ‘ ’I“Z'~£C=bz'
=
rj-T =b; ri-x+cri-x=>b;+cb

|
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Matrisalgebra

-

Analogt:
Jacobis metod:

AT ~[I|A7Y] (2 =inv(4) i matlab),

dar inversmatrisen A~! har egenskapen A=! A = I och
AA =1

o |
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Matrisalgebra

-

Cramers regel:

~ det(A(:, i) = b)
N detA '

Lq



Matrisalgebra

-

For kvadratiska matriser galler alltsa:
Om detA # 0 sa ar Az = b entydigt I6sbart for alla b, och

r=A"1b,da ju
A Az = A1y,
1

Omvéant, om Az = b ar entydigt I6sbart for alla b sa finns
matris C sadana att A C = I varav maste galla att detC # 0
(ty kan aven visas att detAC' = detA detC) varav foljer att A

ar inverterbar med invers A~ = C.

o |
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Minsta kvadratmetoden

Overbest &mda ekvationssystem: T
Ett Overbestamt ekvationssystem Ax = b med m > n saknar

| allmanhet exakt I6sning z, eftersom kolonnerna i A bara ar

n till antalet | ett m-dimensionellt rum.

Minsta kvadratmetoden:

AT Ax = AT b

ger den (linjar)kombination A x av de n kolonnerna i A som
ligger narmast b, dvs A z ar projektionen av b pa det “plan”
som spanns upp av kolonnerna i A. Detta framgar av att

AV (b—Az) =0,

dvs residualen b — Az ar ortogonal mot A’s kolonner
L(raderna i AT). J
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