Analys o Linjar algeora

Lektion 7



Linjar algebra

o N

Har redan (i matlab bl.a.) stott pa tal-listor eller vektorer av
typen

2.1 |
(1.2, —4.5,3.2), (6,5,4,3,2), [1.2,-34], 5.0 |, etc
1.7

o Vad kan sadana tankas representera/modellera?
® Hur kan man rakna med sadana?

Skall narmast fokusera pa ordnade talpar av typen
a = (a1, ag) resp triplar av typen a = (a1, a2, a3) av reella tal
aj .

o |
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Linjar algebra

-

Punkt-vektor dualismen T
Ett ordnat talpar av typen a = (a1, a2) kan t.ex. representera
en punkts position I ett plan, dar a; och a9 ar punktens
koordinater i ett givet koordinat-system bestaende av tva
(oberoende) koordinatriktningar, som t.ex. vanster-hoger

och ner-upp pa ett papper, oftast representerade av tva
koordinataxlar motsvarande den reella tallinjen med ett
gemensamt origo, se figur.

A

b ,a=@.2) — |

y
Y
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Linjar algebra

-

Ett sadant talpar kan ocksa tankas representera samma
punkts “lage relativt origo”, och beskrivs da med fordel av
en pil utgaende fran origo med horisontell utstrackning a;
och vertikal utstrackning a-. Vi noterar att en sadan pil eller
vektor har sin spets | punkten a = (aq a2).

| tillampningar representerar punkter position och vektorer

forskjutningar (relativiagen), hastigheter, accelerationer och
krafter,
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Linjar algebra

-

Skalning och addition av vektorer:

Vektorer/pilar kan (till skillnad fran punkter) pa ett naturligt
satt “skalas”, dvs multipliceras med skalarer, dvs tal:

Aa=\(ay, az) = (Nay, Aag),
och adderas:

a+b= (al, CLQ) + (bl, bg) = (a1 + b1, a9 + bg).
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Linjar algebra

-1.5a

Som vanligt skriver vi (—1) b som —b och a + (—1)b som a — b.

Vektorn 0 = (0, 0) kallas nollvektorn. Notera de tva olika
“typerna” av nollor har!
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Linjar algebra
beljande raknelagar kan nu verifieras:
® a+b=>b+a dvsadditionen kommutativ
® (a+b)+c=a+(b+c) ochassociativ

® (s+t)a=sa+taochs(a+b)=sa+sb distributiva
lagarna

® (st)a=s(ta), la=a, 0a=0
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Linjar algebra

En vektor s norm, dvs Euclidiska langd

Langden av en vektor a = (a1, as) ges enligt Pythagoras av

a| = (af +a3)"/2.

Notera att | Matlab ger length(a) antalet komponenter |
a = (a1, a2), dvs 2 1 detta fall, medan norm(a) ger (den
Euclidiska/geometriska) langden |a.

Klart att |a| > 0 for alla a, med likhet endast for nollvektorn.

. —p.8/65



-

Linjar algebra

-

Vektorer kan forstas aven beskrivas med hjalp av de polara
koordinaterna r och @ (se figur) som

Polar framst alining av vektorer:

a = r(cos(h), sin(8)),

dar alltsa r = |al.

B a=(a .2 )=[al(cos( ), 8in
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Linjar algebra

Vi noterar speciellt att ﬁ a (= ﬁ) ger en vektor med samma

riktning som a, dvs parallell med a, men normaliserad, dvs
med langd = 1.
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Linjar algebra
-

Bas

Vektorerna e; = (1,0) och ex = (0, 1) utgor (tills.) en bas for
vektorerna | planet, dvs varje vektor a = (a1, a2) kan skrivas
som en linjarkombination av e; och es som

aiel] + as e,

ty (a1, a2) =a1(1,0)+ a2 (0, 1) =aie; + azes.
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Linjar algebra

o N

Skalar produkt:

Har tidigare definierat “skalning” av en vektor genom
multiplikation med ett (reellt) tal A\, och (i Matlab) har vi stott
pa komponentvis multiplikation av vektorer betecknad

a.x b= (a1 b1, a2 bz). Vi skall nu definiera en ny typ av
produkt av tva vektorer dar resultatet ar skalar, dvs ett tal,
kallad skalara produkten av a och b, och definerad som

a-b= (al, CLQ) - (bl, bg) = a1 b1 + a9 by.

o |
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Linjar algebra

o N

Har tidigare sett att signifikativt for denna produkt ar att
vektorerna a och b ar ortogonala, dvs vinkelrata mot
varandra, om och endastom a - b = 0.

Mera allmant galler:
a-b=la||b|cos(d),

dar 9 ar vinkeln mellan a och b.

%V
a

o |

. —p.13/65



Linjar algebra

o N

Sambandet a - b = |al| |b| cos(#) fOljer direkt av att

a-b (la| cos(a), |alsin(e)) - (|b] cos(B), |b]sIn(B))
la| [b] (cos(a) cos(B) + sin(«) sin(B))

lal [b]cos(§ — a)

|
=:0



Linjar algebra

o N

Skalarprodukt och langd:

Noterar speciellt att a - a = |a| |a| = |a|?, dvs |a| = (a - a)'/?,
dvs det finns en naturlig koppling mellan skalarprodukt och
langd.



Linjar algebra

o N

Projektion av en vektor b pa en vektor a:

En vektor b’'s komponent i riktning « kallas projektionen av b
pa a, betecknas P,(b), och definieras

|
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Linjar algebra
-

Motivet for denna konstruktion ar bl.a. att man vill kunna
dela upp en vektor b | en komponent ¢ parallell med a och
en komponent d ortogonal mot a, sa att b = ¢ + d. Klart att
det har racker att bestamma c eftersom d sedan bestams av
d = b — c. Komponenten ¢ parallell med « ges av
projektionen P, (b).

o |
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Linjar algebra

o N

Formeln for ¢ = P,(b) motiveras av att P,(b) skall vara
parallel med a, dvs
P,(b) = Aa

for nagot tal A\, och att d = b — P,(b) skall vara ortogonal mot
a, dvs (b— Aa)-a =0 som ju ger

_bea

A ,

dvs

o |
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Linjar algebra
- -

Rotation 90° motur s:

Givet vektorn a = (a1, a2) kan vi bilda vektorn a* = (—as, a1)
med egenskapen att o - ¢ = —ag a1 + aj ay =0, dvs o ar
ortogonal mot a. Klart ocksa att |a| = |al|, dvs att o har

samma langd som «. Inspektion visar att - motsvarar
vektorn a roterad 90° moturs.

aJ_

o |
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Linjar algebra

o -

Mera allmant kan vi definierar rotation av a vinkeln # genom
Ry(a) = |a| (cos(a + ), Sin(a + 0)).

Vi vill nu uttrycka Ry(a) 1 a; och ay (och cos(f) och sin(6))
och utnyttjar att

cos(a + ) = cos(a) cos(f) — sin(«a) Sin(6),
och motsvarande formel for sin(a + #). Detta ger

Ry(a) = (a1 coS(6) — as SIN(H), a1 SIN(A) 4+ a2 COS(A)).

o |
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Linjar algebra

-

Speciellt har vi
Ry(e1) = (cos(#),sin(6)),

och
Ry(ez) = (—sin(#), cos(h)).

Man kan ocksa se att
Ry(a) = cos(h) a + sin(h) a™,

som ger samma formel som ovan!

.



-

VI har att

.

Linjar algebra
-

Byte av koordinatsystem:

Lat é;, é5 var basvektorerna e, es roterade vinkeln § moturs.
En given vektor a kan da skrivas som a; e; + as es eller
alternativt som a é; + ag é2, dvs som a = (ay, az) eller

a = (a1, a2). Vilkket ar sambandet mellan a; koordinaterna
och «a; koordinaterna?

aj €1

_I_

a2 €2 = a1 €1 + ag €2
a1 (Ccos(0) e1 +sin(f) ea) + as (—Sin(f) e1 + cos() es)
(a1 cos(f) — azSiN(f)) e; + (a1 Sin(f) + a2 COS(A)) e2

|
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Linjar algebra

-

Dvs
a1 = a1 COS(#) — a9 SIN(0)

och
as = a1 SIN(6) + a cos(6).

Analogt kan a; koordinaterna uttryckas 1 a; koordinaterna.

\ A A

. —p.23/65



Linjar algebra
fVektorpr odukt av vektorer: T

Denna produkt avser egentligen 3d vektorer a = (a1, a2, as)
och b = (b1, b, b3) och defineras da

a X b= (a1, az, az) X (b1, bs, b3)
= (a2 b3 — az b2, a3 by — a1 b3, a1 by — az by).

Vi noterar att i specialfallet med vektorer “i planet”, dvs med
ag = b3 = 0 reduceras denna produkt till

aXb:(O, O, albg—agbl),

vilket vi tillater oss att “forkorta” till

L aXb:ale—agbl. J
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Linjar algebra

-

Vilka egenskaper har da denna nya produkt?

VI noterar forst att

aXb:ale—agblz(—az, al)-(bl, bg):aJ‘-b.

Speciellt ger detta att a x b = 0 om och endast om ¢ och b ar
parallella!

o |
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Linjar algebra

-

Vidare foljer (se figur) att

axb=aT-b=|a"||b|cos(90 — ) = |a| |b| sin(6).




Linjar algebra

o N

Areaber akningar m.h.a. vektorpr odukt:

Vidare visar sambandet a x b = a* - b = |a™||b] Sin(H) att
a X b ger arean av den parallellogram som “spanns upp” av
vektorerna a och b.

area=(axt

o |
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Linjar algebra

-

Mera precist galler detta om a och b ar inbordes orienterade
som | figuren, annars galler att arean ges av b x a.

Allmant galler alltsa |a x b| = Area(a, b).

Vi noterar att « x b = — b x a, dvs vektorprodukten ar
anti-kommutativ! Originellt!

o |
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Linjar algebra

-

FOr motsvarande triangelarea (se figur) galler forstas

Area(a,b) = |a x b| /2

" area= (axb)/
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Linjar algebra

-

Rata linjens ekvation:

Ekvationen n - z = 0 beskriver en rat linje genom origo,
ortogonal mot n.
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Linjar algebra

o N

Eftersom I6sningarna = = (z1, x2) till ekvationen n - x = 0

ges av z = sn+, s € R, har vi nu tva ekvivalenta satt att
beskriva linjen:

L

n-r=0 respektive x=sn

, s € R.
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Linjar algebra

Exempel:

(1, 2) - (371, 5132) =x1+ 222 =0,

N N——

n i
och
(1, z2) = s (—2,1)=(-2s, s), s € R,
N—_——
nJ_

dvs

r1 = —2s och 29 =5, s € R,
beskriver samma rata linje genom origo.

Notera att riktningsvektorn n* i x = sn' kan bytas ut mot
godtycklig vektor a £ 0 som ar ortogonal mot », dvs parallell

med n+, eftersom parametern s antar alla reella varden.
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Linjar algebra

o N

Pa samma satt definierar n - z = d en rat linje genom
punkten i = # n, ortogonal mot n, ty & ldser den givna

ekvationen:

an:d,

liksom varje » sadant att = — £ ar ortogonalt mot n, ty
n-(xr—2) =0 ger att

n-r=n-xr=d=>0.
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Linjar algebra
- -

Notera att linjen alltsa bestar av de z for vilka & = P, (),
och att linjen aven kan skrivas pa parameterform som

rT =2+ sa,

dar 2 ar en godtycklig punkt pa linjen (dvs uppfyller
n - & = d), och a ar en godtycklig vektor parallel med n+. For
sadana x fas namligen
n-(T+sa)=n-T+sn-a=d.
N —’

X

Exempel: x = (1, 0) + s (1, 2),s € R ar linjen genom punkten
L(l, 0) ortogonal mot n = (-2, 1). J
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Linjar algebra
-

Projektion av en punkt b pa linjen n - x = d:

Soker Pb pa linjen, dvs med n - Pb = d, sadan att b — Pb &r
parallel med n, dvs b — Pb = An, dvs Pb = b — An vilket
Insatt | n- Pb = d ger

n-(b—An)=d,

dvs

nb—d= n-n dvs Ph=b_ 079,
T -1

|
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Linjar algebra
- -

Nar ar tva linjer parallela?
Betrakta linjerna

a1 x1 + a2 x2 = by,
ag1 T1 + a2 T3 = ba,

med normaler (a11, ai2) och (ao1, az2). Klart att dessa
parallella precis da normalerna &ar parallella, dvs da
(a11, a12) X (CL21, a22) = (), och iCke-paraIIeIIa da

(a11, a12) X (a21, az2) # 0.

Speciellt har de tva linjerna en entydigt bestamd
skarningspunkt precis da (a1, a12) X (a2, ags) # 0. J
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Linjar algebra

-

Exempel: Linjerna x; +2x9=30ch4x1 +5x9 =06 ar
iIcke-parallellaty (1, 2) x (4,5)=5—-8=-3#0

Ekvationssystemet ovan med tva ekvationer kan aven
skrivas pa vektorform som

r1a1 + x9a0 = b,

dar a1 = (an, agl), a9 = (alg, CLQQ) och b = (bl, bg).
Vektormultiplikation med a5 (fran hoger) ger

x1a1 X as + T2 as X as = b X a9,
N——
=0

Ldvs om a; X as # 0 erhalls J
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Linjar algebra

o N

bXCLQ

1 = .
a1 X a9

Analogt fas x5 genom multiplikation med a;:
x1 a1 Xay+roas X ay =b X ay,
N —
=0

vilket ger
b X aq

L9 .
as2 X ai

o |
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Linjar algebra

o N

.

Sats: OM z1 a1 + z2a2 = b och a1 x as # 0 sa galler
r] = 2X@2 ., — OXa - Omyant ger dessa formler en

a1 Xas! a2 X a1
I6sning, som darmed ar entydigt bestamd. Om a andra
sidan a; x as = 0 sa finns i allmanhet ingen 16sning, eller
(eventuellt) oandligt manga I6sningar om de bada
ekvationerna ar ekvivalenta, dvs multipler av varandra.

Notera att a1 x a9 = a11a99 —as1a19 =711 X r9 =0 Innebar att
saval kolonnerna a;, as som raderna ry, ro (och darmed
Iinjerna a11 L1 + a1 T2 = by OCh a91 x1 + a9 19 = by Ar
(parvis) parallella.

Exempel: Ekvationerna2x; — 329 =4 0ch —421 + 629 = a
saknar l6sning for alla a utom for a = —8, for vilket alla J
(x1, x2) med 2z, = 3x9 + 4 ar losningar.
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Matris-v ektor multiplikation

-

Matrisf ormalism: VI skriver nu ekvationssystemet

a1l r1 + a2 r2 = by
as1 T1 + a2 T2 = ba

symboliskt som

ai] Q12 r1 | | b
a1 Q92 T2 bo
A T b

dar A ar en s.k. 2 x 2-matris, och x och b s.k. 2 x 1-matriser,
eller 2-kolonn-vektorer, dvs 2-langa kolonnvektorer.

o |
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Matris-v ektor multiplikation

-

Notera att matrisen A i sin tur kan tinkas besta av 2 T
stycken 2-kolonn-vektorer, eller, alternativt, 2 stycken
2-rad-vektorer, samt att produkten A x, dvs 2-kolonn-vektorn

a1l 1 + a12 T2
a21 1 + a22 T2

kan ses som skalarprodukterna genererade av A’s rader
med z.

o |
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Notera att likhet mellan tva vektorer ¢ =

b —

Matris-v ektor multiplikation

. dvs

galler om och endast om

c1 = by
co = bo,

dvs likhet i bada komponenterna.

C1

C2

och

-

|
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Matris-v ektor multiplikation

o N

Speciellt galler alltsa att

air @12 x1 : x1
Ax = = a1 as] — a1 21+ a9 T
a1 22 X2 X2
| annx n ai2re | | ainryitaigxe || b
j— — - Y]
as1 T1 22 T2 a1 1 + a2 T2 bo

dvs Ax = b, om och endast om

a11T1 + a2 r2 = by
a1 1 + Q992 o = bg.

o |
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Matris-v ektor multiplikation

-

Exempel:
2 —3 i 1 0
4 5| e | | 7]
betyder
- 211 — 319 0
41+ 529 - 71’

med |l0sning =1 = =

o |



Komplexa tal



Komplexatal

o N

Komple xa tal

Ett komplext tal ar ett ordnat par z = (a,b) av reella tal a och
b, dar a = Re z kallas realdelen och b = Im 2 kallas
Imaginardelen av z. Om vi identifierar de komplexa tal som
har Im z = b = 0 med motsvarande realla tal a, dvs

(a,0) med a: (a,0)=a,

kan de reella talen ses som en delmangd av de komplexa,
dvs

NcZc@cCRcC (=mangdenav komplexa tal).

o |
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Komplexatal
fAd dition T

av tva komplexa tal z = (a, b) och w = (¢, d) definieras
z4+w=(a+c, b+ d),

dvs realdelarna adderas for sig och imaginardelarna for sig,
som vid vektoraddition.

Notera: Om z och w reella, dvs b = 0 och d = 0, fas

z+w=(a+c, 0+0) = (a+c, 0), dvs samma summa som
om z = (a, 0) och w = (¢, 0) skulle betraktas som reella tal!

o |
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Komplexatal

Multiplikation
av z = (a, b) och w = (¢, d) defineras
zw = (ac—>bd, ad+bc).

Notera: Om z och w reella (har imaginardel = 0) sa fas
samma summa/produkt som for reella tal.

Notera: (0, 1) (0, 1) = (—1, 0) = —1, dvs vi har konstruerat
N——"

=5
etttal - = (0, 1) vars kvadrat (produkt med sig sjalv) ar
negativ!: i = —1. Kan darmed |9sa t.ex. ekvationen

»?> = —1 vilket tidigare inte var mojligt!

|

. — p.48/65



Komplexatal

o N

Polar representation

‘e = Re 7
a

Anvandbar | samband med multiplikation:

z=r(Cc0sh,sinf), w=p(COSp,Siny), =
zw =1 p(COSHCOSp —SINGsINg, COSHSINp + SINHCOS ).

L COS(6+¢) SiN(9+) J
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Komplexatal

Dvs
zw =1 p(COS(O+ ), SIN(G + ¢)),

dvs
2wl =1p=|z||w],
och
Arg(zw) = 0 4+ ¢ = Argz + Argquw.

ZW

» Re z
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Komplexatal

-

Framst allning en 2 = a + b1

Har redan infort “forkortningen” ; for det komplexa talet
(0,1), med den speciella egenskapen > = —1. Det f6ljer nu
fran regeln for multiplikation att

(0,6) = (b, 0) (0, 1) = b4,
"~

—b =i
dvs vi kan skriva
z=(a, b) = (a, 0) 4+ (0, b) = a + bi.

Analogt galler (0, b) = (0, 1) (b,0) = i b, dvs vi kan lika garna

skriva
L z=a-+1b. J
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Komplexatal

-

(2430) (4—34) = (2,3) (4, —3) = (8—(—9), —6+12) = (17, 6).

Exempel: VI beraknar

Kan ocksa erhallas

(243i)(4—3i)=8—-9 i* —6i+12i=17+61.
—1

Exempel:

2(a,b) =(2,0)(a,b) =(2a—00b,2b+0a) = (2a, 2b),

dvs som for “skalning av vektorer” om en faktor ar reell.

o |

. — p.52/65



Komplexatal

|7Abso|utbeloppet T

av ett komplext tal z = (a, b) betecknas |z| och definieras

2| = (a® + b?)Y/2, dvs som normen, eller langden, for
vektorer.

Exempel: |(2, —3)| = V13
Konjugatet av ett komple xt tal z = (a, b)

betecknas z och definieras z = (a, —b), dvs genom
teckenbyte pa imaginardelen.

o |
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Komplexatal

o N

Vi noterar att konjugering innebar “spegling i real axeln”:

v Imz
3 . Z
rrrrrrrrrrrrrrrrr - Re
.7
Vidare att
=2, z+w=Z+w, OCh Zw=7zw,

samt att

27z = (a, b) (a, =b) = (a*~b(=D), a (=b)+ba) = (a*+b*,0) = |2,

LdVS 2z = |z|%. J
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Komplexatal

Kvoten z/w = £ mellan tva komplexa tal z = (a, b) och
w = (¢, d), beraknas som

2 (a,b) (a,b) (¢,—d) _ (act+bd,bc—ad)

U= ed T ede D) -
— CQidQ (ac+bd, bc—ad),
dvs
z 2 W 1 _
— = —s = —5 W
w o fwl® o Jw]?

dvs genom att “forlanga med namnarens konjugat”.

1,2 1,2) (3, —4
Exampel: 2374; = 32142 ) = % (11, 2).

-

|
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Komplexatal

-

Motivet till definitionen ar forstas att = skall uppfylla

Z
w— = Z.
w

Direkt kontroll visar att detta ar fallet:

vilket skulle visas!

Notera att vi har anvant att multiplikation av komplexa tal ar
kommutativ och associativ, dvs att zw = w z och
L(z w)u = z (wu), Vilket latt kontrolleras: J
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Komplexatal

zw = (a, b)(c,d) =(ac—bd,ad+bc) =wz.

(zw)u = (ac—>bd, ad+bc) (e, f)
= ((ac—bd)e—(ad+bc) f, (ac—bd) f+ (ad+bc)e)
= (a(ce—df)—b(cf+de),alcf+de)+b(ce—df))

=z (wu).

Som for vanliga (reella) tal finns aven en distributiv lag:
z(w+u)=zw+ zu,

vilket latt verifieras.



-

Komplexatal

-

Division | polara koordinater:

Har sett att multiplikation med w = p (Cos(¢), Sin(¢))
geometrisk motsvarar vridning vinkeln ¢ och langdskalning

med faktorn p = |w|. Eftersom division med w motsvarar
multiplikation med ﬁ w blir den geometriska

motsvarigheten till division med w en vridning vinkeln —¢
och langdskalning med faktorn ﬁ @], dvs 1/|w|.

|
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Komplexatal

o N

Vi multiplikation av komplexa tal adderas alltsa
argumenten, dvs vinklarna for de komplexa talen, medan
beloppen multipliceras.

Speciellt foljer att 2> = r2 (cos(26), sin(20)), och genom
upprepning
2" = |z|" (cos(n ), sin(nh)).

- B
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Komplexatal

-

ekvationen
2" =w = p(cos(¢), sin(¢)),
dar vi finner att

Denna observation ger oss en mojlighet att I0osa t.ex.

-

2= p/" (cos(¢p/n+j2m/n), sin(¢/n+j2m/n)), j=0,1,2 .. n
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-

Alg ebrans fundamentalsats T

sager att varje algebraisk ekvation pa formen

n—1

p(z) =2"+an_12 +ap92" 4. +a1z+ay=0,

dvs varje n:te gradsekvation, har precis n (ej nédvandigtvis
distinkta, dvs alla olika) rotter.

Exempel:

Ekvationen z* — 223 4+222 —22+1=(2—-1)2(:*+1) =0
har rotterna z; = zo = 1 (dubbelrot) och z3 =i och z4 = —i.

o |
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Komplexatal

Resultatet foljer av att varje sadan ekvation kan visas ha T
minst en rot, ty om z; ar en rot foljer ju med hjalp av division
avp(z) med z — z; att p(z) = (2 — 21) q(z), dar ¢(z) ar ett
polynom av grad n — 1, ty division av p(z) med z — z; ger ju

p(z) = (z — 21) q(2) + C.

for nagot polynom av grad hdgst n — 1 och C en konstant,
som dock maste vara = 0 eftersom p(z;) = 0. Om samma
resonemang nu tillampas pa ekvationen ¢(z) = 0 erhalles
att

p(z)=(2—21) (2 — 22) ..(2 — zp),
med n (komplexa) nollstallen z;, dvs rotter till p(z) = 0.

|
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Komplexatal

-

Exempel:

Ekvationen z? — 2224+ 5 = (2 — 1)? +4 = 0 har l6sningarna
z1 =14+ 27 0ch zo =1 — 2%, och kan aven skrivas (med
komplex faktoruppdelning) som

(—=1-2i) (2 —1+2i)=0.

Notera att de tva l6sningarna ar varandras konjugat. Detta
ar ingen slump:

|
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Komplexatal

-

me n:te gradsekvationen p(z) = 0 har reella koefficienter
och z ar en l6sning sa ar aven z en lésning, ty

p(z) = 0= p(z) =p(z) =0 =0,

dar vi utnyttjat att for komplexa tal « och w galler
uw+w =4+ w ochww = uw. Detta tillampat pa summan i

p(z), och sedan pa produkterna a; 2’ i respektive term.

o |
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Komplexatal

-

Exempel:

Ekvationen 22 — (2 —44) z — 3+ 54 = 0 kan (efter
kvadratkomplettering) skrivas
(z—(1-21)°=(1-2i)?+3—-5i=—-94, med losning

2z =1-2i43(cos(270°/2 + 5 360°/2), sin(270°/2 + j 360°/2)),
j=0,1.

o |
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